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1. Uvod a motivace

Drzite v ruce skripta k predmétu Uvod do dynamiky kontinua vyucovaném na Katedfe matematiky
Fakulty jaderné a fyzikalng inZenyrské CVUT v Praze. Cilem pfedmétu je sezndmit posluchate druhého
ro¢niku bakalédfského studia s hlavnimi principy popisu dynamiky kontinua véetné zdkladnitho matema-
tického aparatu, ktery tento popis umoziuje. Pfedmét slouzi jako vychozi bod pro dalsi studium termo-
dynamiky kontinua a zdroven vSech disciplin, které se zabyvaji matematickou analyzou a numerickym
feSenim parcidlnich diferencidlnich rovnic odvozenych od rovnic dynamiky kontinua.

Motivaci pro zafazeni tohoto pfedmétu do vyuky je rostouci potieba ze stran vyzkumnych a primyslovych
organizaci umét popsat nejen zakladni proudéni homogenni latky, ale pfedevSim komplexni interakce
ostatnich latek s proudicim kontinuem a v neposledni fad€ i proudéni vicesloZkovych smési. V rdmci
vyzkumnych projekti na katedfe matematiky FIJFI studujeme nebo jsme studovali fadu ekologickych
nebo primyslovych aplikaci, kde se uplatiiuje matematicko-fyzikalni popis dynamiky kontinua.







2. Matematicky aparat

2.1 Zakladni pojmy

e Vektor x € R” jako usporadanou n-tici redlnych ¢isel zapisujeme jako sloupec

X1
X2 T
X = . :(xl’x2’~~~,xn) .
Xn
Vektory standardni baze prostoru R" ozna¢ime pismeny ey, e, ..., e,, pficemz

er = (801,00, ...,6e)" Yle€h.

Pro skaldrni soucin dvou vektord a = (aj,as,...,a,) a b = (b1, bs,...,b,) budeme uvazovat
ddsledné standardni skalarni sou¢in v R” a zapisovat pomoci symbolu - nebo maticového nasobeni

a-b= aTb = Za,-b,-.
i=1

Pro n € {2, 3} plati
a-b = |lall|b]| cos(0), (2.1

kde 6 je uhel, ktery sviraji vektory a a b.

Pozndmka. Vztah (2.1) 1ze povazovat jako definici thlu 6 € (0, 1) mezi vektory a, b i pro obecné
n e N.

Pro normu vektoru a = (ay, ay, . . ., a,) budeme vzdy pouZivat Euklidovu normu v R"

. n

5 2

llall = la - al> = [ § |ail ]
i=1

Vektorovy souin dvou vektort @ = (aj,az,as) ab = (by, by, b3) v R3 je antikomutativni operace
definovana vztahem

1
2

e; e e axbs — azb;
axb=|a a a3 |=| asby —a1bz |=-bXxa.
b] bz b3 a1b2 - a2b1

Pro velikost (normu) vektorového soucinu plati Lagrangeova identita

a-a a-b)

2 _ a2 B2 — 1. B2 —
lla x BII* = llall* 1B]I" — |a - b] det(b.a b-b

(2.2)
kde na pravé strané vystupuje determinant tzv. Gramovy matice (gramidn). Poznamenejme, Ze
vektorovy soucin lze vyjadrit i pomoci thlu 6, ktery vektory a a b sviraji

a x b = |lal|[|b]| sin(6) n,

kde n je jednotkovy vektor kolmy k roving€ dané vektory a a b. Pokud jsou oba vektory rovnobézné
(kolinearni), tj. nedefinuji Zadnou rovinu ale jen pouze piimku, je jejich vektorovy soucin nulovy.




2. MATEMATICKY APARAT

2.2 Diferencialni pocet funkci vice proménnych
e Funkce f : R" — R™ je vektor skaldrnich funkci f; : R” - R

fi(x)

(%)
F = T = @ Sl

Sm(x)

e Derivaci funkce vice proménnych f : R — R” v bodé x( definujeme jako linedrni zobrazen{
f'(x0) zR" do R™ takové, Ze

(xo + h) — f(x0) — f'(x0)h) = 0. (2.3)
lim o (f f@0) = f (xo)h) =

S’ se téz nazyva totdlni derivace nebo totdlni diferencidl a v tom piipadé se zpravidla zna¢i sym-
bolem df

e Derivace funkce vice proménnych f : R* — R" podle vektoru v v bod¢€ x je vektor

0
(’)_f (x0) := hm (f(xo + hv) — f(x0))

a pokud existuje totdlni derivace f’(x¢), plyne z (2.3)

hm (f(x0+hv) Sf(x0) = f'(x0) (hv)) =

z &ehoZ z linearity derivace f’(x() rovnou dostaneme

of )

— (x0) = f'(xo)v.

5y X0) = f'(x0)
Pokud v je jednotkovy vektor, nazyvame derivaci 2 o (xo) derlvam funkce f ve sméru v v bodé xy.
Uvazujeme-li libovolny vektor w a jednotkovy vektor v = ” T lze ptfimo z definice derivace ve

sméru ukazat, ze
of of

7 0 = llwll = (xo).

Pozndmka 1. Definici Gplné derivace lze omezit na uréitou podmnoZinu proménnych. Necht je
déna funkce f : R —» R™ f = f (x(]), x(z)) kde x(V e R™, x® € R™. Potom tplnou derivaci

funkce f vzhledem k vektoru proménnych x( v bodé (xgl),xf)z)) rozumime line4rni zobrazeni

%{1) (xél),x82)> : R — R™ takové, ze

Jim (f(x(”+h xP) = fal) x ff))—d {1) (xg>,xg>)h):o. 2.4)

Tuto definici lze pifmocarym zplisobem rozsifit na libovolnou permutaci slozek vektord xV, x(?)
v argumentu funkce f. Zde je potfeba poznamenat dva rtizné piistupy pii znaceni totalni deri-
vace podle jedné sady proménnych. Vzhledem k tomu, Ze vybranou sadu proménnych x(V'miize

tvorit i jedna slozka, splyva zapis di{;) (xél),xéz)) s parcidlni derivaci funkce f podle x‘V. Proto

je moZné znadit totdlni derivaci podle sady prom&nnych x(V = (x(l) xﬁ}f) téZ symbolem
of 1 2

T (30 %)




2.2. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

o Parcidlni derivace funkce f v bodé€ x( jsou derivace ve sméru vektord standardni baze a oznacuji

se
of of
—— (x0) = 0¢f (x0) := —— (x0).
ax[( 0) = 0cf (x0) (9eg( 0)
e Matici linedrniho zobrazeni f” (x() ve standardnich bazich prostori R” a R™ nazyvame Jacobiho
matici a zna¢ime J ¢ (xo). Tvar jejiho ¢-tého sloupce je zfejmy z rovnosti

Jie O¢fi (xo)
J 0
e Jr(xo)ec = f (x0) e = ;’_f (x0) = [fz.(xO) Ve en,
: Xe :
Jmt’ 8fﬁn (X())
takZe celkem mame
01fi(x0) 02fi(x0) ... Onfi(xo)
01f2(x0) 0O2f2(x0) ... Onfa(xo)
Jpeo) = (0 0) BafCre) .. Dufen) )= | L TR T R
alfm(xO) oo cee anfm(xO)

e Derivace slozené funkce fog : R® - R", kdeg : R* —» R¥a f : R®* —» R", je za predpokladu
existence totdlnich derivaci f’(g(xo)) a g’(xo) ddna vyrazem
(fog) (x0) = f (g (x0)) 0 g (x0). (2.5)

EX]

ProtoZe na pravé strané (2.5) jde o sloZeni dvou linedrnich zobrazeni, Ize podle zvyku symbol ” o
vypustit. Z (2.5) také okamZité plyne vztah pro Jacobiho matici sloZzeného zobrazeni

Jfog(x0) = J £(g(x0)) Jy(x0).

Z definice nasobeni matic pak odvodime pravidlo pro vypocet parcialni derivace i-té slozky funkce
f o g podle £-té proménné

(f © g); (o) = Z dfi(g(x0)) Of’gk(xo)’ 2.6)

Jfog (x0)ic = Oxg ayk Oxg

k=1
kde y oznacuji slozky argumentu funkce f = f(y).

e Pro zépis vicerozmérné derivace se béZné€ zavadi operator nabla V, ktery se da reprezentovat jako

T
vektor parcidlnich derivaci V = (91,03, ..., (’)n)T = (6(_:\)11’ %, e, %) . Derivaci skalarni funkce
f : R" - R pak miZeme (podle Rieszovy véty) reprezentovat gradientem, nebot plati
of

55 ¥0) = [0 =Vf(x0)-v=(01f,02f,.... 001 0.

Pozndmka. V nasledujicich kapitolach budou pro nds ddlezité funkce zavislé na Case a na tfech
prostorovych soufadnicich. Ve shodé s pozndmkou 1 pak gradientem funkce

f:IxQ—->R
kde J = (0, Trax) je Casovy interval a QQ C R3 je oblast, rozumime vyraz

0 0 0
Vit x) = (Tfl (t,x),—f(t,x), f

T
— (7, .
P) o s %)




2. MATEMATICKY APARAT

2.3 Integralni pocet funkci vice proménnych

o Integral skalarni funkce f : R” — R pres mé¥itelnou' mnozinu V ¢ R” zna¢ime

f £ (o) du(x) = f Fx)dv = f ) d,
\%4 \4 14

kde u = p, oznacuje n-rozmérnou Lebesgueovu miru zavedenou na R". MnoZinu vSech (Lebesgu-
eovsky) integrovatelnych funkci na mnoziné V znacime L (V).

o Rekneme, 7e zobrazeni ¢ : R" — R” je reguldrni na oteviené mnozing& M c R”, jestlize prvky
matice J, jsou spojité na M a pro kazdé x € M plati det J, (x) # 0.

Véta. (o substituci ve vicerozmérném integralu) Nechf ¢ : R" — R”" je prosté reguldrni zobrazeni
definované na oteviené mnoZiné A. Potom pro kaZdou méritelnou podmnoZinu V C A plati

f F(@(€)|detJ,, (©)] dt = f £ @) dx,
\%4

(V)

resp. pro libovolnou méfitelnou W C ¢ (A) mdme

f fx)dx = f @ @)]detd, ©)|de
w

e l(W)

T
Véta. (Fubini) Nechf n,m € N, V € R"™". Uvazujme funkci f € L(V), f = f(x), x = (xV, x®)" kde
xD e R" x@ e R™. Oznadme
Ax(l) = {x(z) C Rm| (x(l),x(z)) € V} 5
B = {x(l) € Rn’Axu) * @} .

Potom plati

ff(x)dx:f ff(x(l),x(Z))dx(Z) dx® ::fdx(l) fdx@f(x(]),xm).
\4 B B

x(D A

Pozndmka. Mnozina A,q je v podstaté ,fez* mnoZiny V bodem xV. MnoZina B obsahuje viechna
takova x(I, kterymi Ize vést neprazdny fez. Fubiniho véta by ziistala v platnosti i pfi nahrazeni B celym
R", protoZe pro x'!) € R"\B je vnitini integral pies prazdnou mnoZinu roven nule.

Priklad. Vypocitejme integral
f12(x1 +x2)° dx

v
pfes mnoZinu
V={reR|0<x <1A0<x, < xyf.

'Pojmy mé¥itelnd funkce a mé¥itelnd mnoZina v tomto kurzu nezavadime. Tyto pojmy vystupuji v teorii Lebesgueova in-
tegralu, kterou Ize budovat klasickym zpisobem na zdkladé teorie miry (jako v MAB4) nebo alternativni tzv. Daniellovou kon-
strukef (vyloZenou v MAA4), kterd teorii miry a priori nepotiebuje a jeji pojmy zpétné definuje s vyuZitim Daniellova integralu
a charakteristickych funkci. Pro nase potfeby bude kazda predstavitelnd mnoZina méfitelnd, stejné jako kazda predstavitelnd
funkce definovand na takové mnoziné. Predpoklad méfitelnosti vSak pro korektnost uvadime ve znéni vét, které budeme pro
dalsi vyklad potfebovat.
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2.3. Integralni pocet funkci vice proménnych

Podle Fubiniho véty lze tento dvourozmérny integral rozdélit na dva jednorozmérné integraly. MiZeme
zvolit xV) = x;, x@ = x,, takze

0, € [0, 1],
Ay ={xzeR|er}={[ alprox €0 1]
0 jinak
B={x; eRIA,, #0}=1[0,1].
Plati tedy

1

1
X1
le(x1+x2)2dx:fdx1f dx212(x1+x2)2:12fdx1
Vv

1 1

1
4fdx1 (2961)3—961 =4fdx17x1 [ x‘]‘} =17.
0

0 0

(x1 + x2)° r
3 0

Mnozinu V vSak lze ,,naporcovat® i jinak. Jestlize zvolime xV = x,, x@ = x;, dostaneme

,1 € [0,1],
Ay ={x €RlxeV)= {[xz Ioproxz €101
0 jinak
B={xyeR|A,, #0} =[0,1].
Aplikaci Fubiniho véty dostaneme

1

1
1
le(x1+x2)2dx=fdx2f dxi12 (xy + x0)? = 12fdx2
X2

\%4 0 0
1 1

- 4fdx2 ((1+x)° - 2x)%) = 4fdx2 (1+3x +3x3 - 7))

0 10

(x1 + x2)° }1
3 o

3 7 4] 3 7
=4 x2+—x%+x§——x;] =4(1+§+1——)=7.

2 472 4

Priklad. Vypocitejme objem koule o poloméru R, tj. fv dx, kde
V= {x€R3|x%+x§+x§ <R2}.
Nejprve provedeme transformaci do sférickych souradnic, tj.

x = (x1,x2,x3)" = @ (r,¢,0) = (rcos¢cosb, rsingcosb, rsin T .

Plati
cos¢pcos —rsingpcosf —rcos¢siné
Jo(r,¢,0) = | singcosf rcosgpcost —rsingsing | = r* cos 6.
sin 6 0 rcos 6

Podle véty o substituci dostaneme

fdxz fr%osad(r,(p,e)
%4

e '(V)

11



2. MATEMATICKY APARAT

pricemz cp‘l (V) = (0,R) x (0,2m) x (—%, g) Déle dvakrat (rekurzivné) aplikujeme Fubiniho vétu a
integral rozdélime na jednorozmérné integraly

21 R 5
f r? cos 6d (r, o, ) = f d¢f drf dor? cos @
0 0 -

e (V) ?

ST (A (Y

2.3.1 Zameéna derivace a integralu

Véta 2. (o derivaci integralu podle parametru) Nech/ I C R je otevieny interval a V je méritelnd
mnozina. Necht f : V x I — R spliiuje ndsledujici predpoklady:

1. Integrdl F (a) := f f (x,@)dx konverguje (je konecny) alespori pro jedno a € I, tj. zkrdcené
HaeD)(f(,a)e E(V)).

2. Pro kazdé a € I je funkce f (-, @) méritelnd na V.

3. Funkce f (x,-) je diferencovatelnd na I pro skoro viechna® x € V.

4. Existuje tzv. integrabilni majoranta k funkci g—f;, 4. existuje g € L (V) tak, Ze pro skoro vSechna

x € V a pro vSechna a € I plati
’(9f (x,@)
Oa

<g(x).

Potom pro vsechna « € I integrdl F (@) konverguje a plati

d_F_faf(X,Cl)d
da O -
\%4

2.4 Integrace po varietach

2.4.1 Krivkovy integral

Definice. K7ivkou v R" rozumime libovolnou spojitou funkci ¢ : [a,b] — R". Je-li ¢ prosté na (a, b),
kiivka ¢ se nazyva jednoduchd. Plati-li ¢ (a) = ¢ (b), jde o kiivku uzavienou, v opacném piipade se
jedna o kfivku otevienou. Mnozinu ¢ = (@) = ¢ ([a, b]) nazyvame drdhou nebo geometrickym obrazem
krivky v R". Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizaci drahy ¢.

Definice. Nechi ¢ : [a, b] — R" je drdha a nechf (V¢ € (a, b)) (3¢ (1)). Kiivkovym (drdhovym) integrdlem
prvniho druhu funkce f : R" — R po drdze ¢ rozumime integral

b

f fdl = f fle@®) e @l dt. (2.7)

"] a

’Dany vyrok A (x) plati skoro viude na V, jestliZe existuje mnozina N C V tak, Ze jeji mira u (N) = 0 a vyrok A (x) plati
Vx e VAN.

12



2.4. Integrace po varietich

Pozndmka. Vyraz dl = ||¢ (¢)|| df ma smysl délky elementu drahy ¢ ([7, ¢ + df]). Integral f 1d!/ vyjadiuje
@

délku drahy ¢. Pro nezédpornou f integrél f fdl vyjadfuje dvourozmérnou plochu mnoZiny
¢

S ={x.p eR™ [xecpnye© fx),
tj. plochu pod ,,grafem* funkce f vynesenym podél drahy ¢.

Priklad. Mizeme si ovéfit geometrickou definici &fsla 7 vypoétem obvodu kruhu v R? jako integralu

(@) = f di

[

kde
(@) ={x e R?|x] + 3 = R?}.

Zvolime parametrizaci
@ (1) = (Rcost,Rsin NHr

pro ¢t € [0, 27]. Podle definice dostaneme trividlné

2r

2
f dl = f \/(—Rsint)2+(Rcost)2dt:R f dr = 27R. (2.8)
@ 0 0

Definice. Krivkovym (drdhovym) integrdlem druhého druhu vektorového pole (funkce) f : R* — R”
rozumime integral

b b n
ff(x) -dl = ff(so(t)) ~p(nde = foi(‘P () @i (1) dt, (2.9)
) a a k=1

kde orientace drahy je ddna jeji parametrizaci.

Pozndmka. Integrandem jednorozmérného integralu na pravé strané (2.9) je projekce vektorového pole
do sméru tecného vektoru ke draze 7(f) = ¢ (¢). Napt. je-li pole f v kazdém bodé kolmé na dréhu,
integrdl bude roven nule.

Pozndmka. SloZzky vektoru ¢; (t) dt odpovidaji sloZkdm posunuti bodu x = ¢ (¢) po drize ve smérech
soufadnych os, tj. vektorti standardni baze ey, . .., e,. Proto se integral 2.9 nékdy zapisuje téZ jako

ff(x)-dl:ff(x)-dx:fok(x)dxk. (2.10)
¢ ¢ p k=1

Pozndmka. Bud ¢ drdha s parametrizaci ¢ : [a,b] — R". Drdhou opacné orientovanou ke drize ¢
rozumime drdhu —¢ danou parametrizaci

) =¢la+b-1).

Pro kiivkovy integral druhého druhu plati

:([fdl:—;!fdl.

13



2. MATEMATICKY APARAT

2.4.2 Plosny integral

Ackoliv je moZné s jistou mirou abstrakce zavést obecné integraci po libovolnych m-rozmérnych
varietich v n-rozmérném prostoru (m < n), soustfedime se pii definici plosnych integralii pouze na
plochy v R3.

Definice. Plosnou parametrizaci nazyvame kazdé zobrazeni S : M — R? kde M c R? je oblast.
MnozZinu
=(8)=8M)

nazyvame plochou nebo geometrickym obrazem zobrazeni S. JestliZe zobrazeni S je prosté, nazyvame
plochu S jednoduchou. Jestlize navic § € C' (M) a plati

aS(M U)Xa (u,v) #0 VY (u,v) € M,

hovotfime o jednoduché regularni ploSe.

Pozndmka. Jednoduchd reguldrni plocha mé v kazdém bodé x € S jednoznacné definovany normélovy
vektor, ktery je roven

('}u S (u,v) >< (u v)
n(x) =
”(’)u (u’ U) X ()v (u U)”

kde (u,0) = S7' (%).

Definice. Plosnym integrdlem prvnitho druhu skalarni funkce f : R? — R pfes jednoduchou reguldrni
plochu § rozumime integral

ff(x)dS ff(S(u v))

Pozndmka. Vyraz dS = ||g‘3 (u,v) X av (u v)” d (4, v) ma smysl obsahu infinitesimalniho rovnobéZniku
daného vektory 32 A Grdua 3 "S 5, dv. Obsah plochy § je tedy dan ploSnym integralem z jednotky

ﬂz(S)=de-

S

(u v) X —(u v)||du,v). 2.11)

Pozndmka. Pro vypocet dS lze vyuZit platnost Lagrangeovy identity (2.2).
Priklad. Vypocitejme povrch koule dané rovnici
S ={x e R||Ixll = R}.

Zvolime parametrizaci
S (¢,0) = (Rcos ¢ cosd,Rsin¢cos b, Rsin H)T

na mnoziné M = (0, 27) X ( 2 g) Vypoditame

s

% = (=Rsin ¢ cos 0, R cos ¢ cos 6,0)"

oS . . . T
i (=R cos¢sinf, —Rsin ¢ sin 6, R cos 6)

14



2.4. Integrace po varietich

a nyni si pfipravime pro pouZiti Lagrangeovy identity jednotlivé prvky Gramova determinantu:

oS oS

E:%-(% R?sin® ¢ cos? 0 + R? cos® ¢ cos® 0 + 0 = R? cos® 6,
_ 8S aS 2 2 2 2
F = %0 20 = R? cos® ¢>s1n 6 + R? sin’ (/’)sm 0 + R*cos’ 0 = R?,
oS 08
G:%-%:R2sin¢cos¢cos@sin8—stinqﬁcosqbcos@sine+0:0.

Z toho po dosazeni do vzorce (2.11) dostaneme

Jas= [ |5e@ox5 o 0>Hd(¢ 0= f\/ f; §d<¢ 0

f R2cos0d (¢, 0) = f de f dgR? cos 0 = 27R? [sin 017, = 4nR>.
2
Izl

Definice. Plosnym integrdlem druhého druhu vektorového pole f : R? — R? pfes jednoduchou hladkou
regularni plochu S rozumime integral

ff(x).dSsz(x)-ndS:ff(S(u,v))-(%(u,v)xg(u,v))d(u,v). (2.12)
s S M

Pozndmka. Plati
oS oS
dS = ndS = — (u,v) X — (u,v)d (u,v),
ou ov
kde n je jednotkovy normdlovy vektor k plose S v bodé S (u,v). V zdvislosti na parametrizaci mize
sméfovat na jednu nebo druhou stranu plochy, na cemz zavisi znaménko integralu. V nasledujicich kapi-
toldch budeme uvazovat zpravidla uzaviené plochy tvofici hranice souvislych mnozin V ¢ R3,tj. § = oV

. Vektor n bude sméfovat vzdy ven z objemu V . Za téchto pfedpokladi je znaménko plosného integralu
jednoznaéné urceno.

Pozndmka. Integrandem plosného integralu druhého druhu je tedy projekce vektorového pole f do sméru
normély k ploSe S.

Pozndmka. Formalni zapis integralu 2. druhu je také

ff(x) -dS = ffl (x) ded)C3 + f2 (x) dxldX3 + f3 (x) dxlde.
N S

Je totiZz moZné zapsat

3 3
fx)-dS = (Zﬁei}-ds =) filei-ds)
i=1 i=1

kde skalarni souliny e; - dS predstavuji velikosti projekci vektoru dS do smérd soufadnych os e;. To je
totéZ jako velikost projekce plochy dS do roviny kolmé na e;. Rozsah soufadnic této projekce (coz je
rovnobéZnik) ve smérech danych vektory e; a e; (k # [, k,[ # i) je roven dx; a dx; a jeji plocha je rovna
dxkdxl.
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2. MATEMATICKY APARAT

2.4.3 Greenova formule
Niésledujici véty jsou zobecnénim metody per partes pro urcity integral.

Véta 3. (Greenova formule) Nechf n € (2,3}, V c R" je oblast, f,g € C' (V) a f,g € C(0V). Potom

plati
faf(x)g(x)dxz—ff(x)wdx+ff(x)g(x)”kd5
v % av

0xy, Oxy
kde ny je k-td sloZka vektoru vnéjsi normdly k hranici oblasti V.

Disledek 4. (Greenova véta). Nechf S C R? je oblast a 0S je uzaviend, po dstech hladkd drdha.
Necht f : R? — R? je vektorové pole spojité diferencovatelné na S a spojité na 8S . Potom plati

(o _oh
ff(x).dl_f(c')xl 8x2)dx’
a8

S
pricem? kFivka 0S je uvaZovdna jako kladné orientovand (proti sméru hodinovych rucicek).

Diikaz. Kfivka ¢ = 0S parametrizovand pomoci ¢ : [a,b] — R? obihajici proti sméru hodinovych
rucic¢ek ma na tecny vektor v bode€ ¢ (r) = x () = (x1 (), x2 ()T roven 7 (¢) = o) = (x1(0),x )" a
vektor vnéjsi normély n () = (X, (¢), —X (¢)). Z definice tedy postupné plati

b b b
ff(x)'dl= ff(so(l))'¢(l)dl= ff(so(l))-(ﬁ,‘rz)dt= ff(so(l))'(—nz,m)dt
as a a a

b
- [ he@m - f@mma= | (Zﬁ‘%)d’f’
X1 O0xp
“ S

kde v posledni rovnosti byla pouZita na oba ¢leny Greenova formule. O

Disledek. (Greenova véta - formulace pro diferencidlni formy) Nechf kiivka ¢ je p.¢. C' jedno-
duchd uzaviend drdha v R? a diferencidlni forma @ = w(x)dx; + w2 (x)dx, je spojité diferencovatelnd
na vnitiku krivky ¢ (. tridy Ciln ‘o ) a spojitd na uzdvéru vnitrku kvivky ¢ (tj. tridy CW)' Je-li kladnd
orientace krivky ¢ dand proti sméru hodinovych rucicek, pak plati

0 0
fwldxl + wrdxy :fa): fﬂ—ﬂdx
0xy 0x>

(% @ intg

Priklad. Vypocitejme integral

f(—x%xz, xlx%) . dl,

®
kde drha
L
¢ =1(x1,x) €R |?+ﬁ:1
ohranicuje elipsu S s poloosami a,b a kfivka ¢ drdhu obihd proti sméru hodinovych rucic¢ek. Podle
definice (2.9) drdhu parametrizujeme s pomoci

x1 (9 ):( acost

x; (1) bsint )’ £ €10, 27]

so(t)=(
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2.4. Integrace po varietich

atedy
—asint
> (f) =
¢® ( bcost )
Dostaneme
2r
f(—x%xz, xlx%) -dl = f(—azb cos® tsin £, ab® cos  sin’ t) - (—asint,bcost)dt,
¢

0

2r 2n . 5

= ab(® +1?) f cos” tsin’ 1dr = ab (a® + b?) f (S”;zt ) dr
0 0
2r

=ab (a2 + b2) f 1_CTOSA”dt = %nab (a2 + bz).

0

Stejny vysledek vSak ziskdme rovnéZ pomoci Greenovy véty. Parametrizujeme vnitiek elipsy S jako

x (p,¢) = (pacos ¢, pbsing) p € [0,1], ¢ € [0,2nx],

pfi¢emz Jacobidn transformace je

~ acos¢ —apsing | _
deth (P’ ¢) = det( bsin¢ bp COS¢ ) - pab

Potom

S

o 2 ol- 2
f( x%xg,xlxz) dl—‘Sf (;2?2)_ (ai;xz)dx:fx§+x%dx
¢
1

2n
= f do f dgp® (a2 cos? ¢ + b? sin’ ¢) pab
0 0
27

1
ab f P dp f (a21 teos@f) | el - C(;s (2¢))
0 0

ab +b? a -’ 1
T f( cos (2(/))) d¢ = Zﬂab (a2 + bz).
0

2

Diisledek 5. (Gaussova-Ostrogradského véta) Nech? f € C! (R3) je vektorové pole, V C R? je oblast.

Potom plati
[V [re-as.
v

4
kde dS sméruje ven z objemu V.

Diikaz. Podle Greenovy formule s volbou g (x) = 1 mame

fv f(x)dx—Zfafk( )dx = fok(x)nde ff(x) ndS = ff(x)-dS.

(')V
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2. MATEMATICKY APARAT

Pozndmka. Vyrazu V - f = div f fikame divergence (ztidlovost) vektorového pole f.

fx-dS

S

Priklad. Vypocitejme ploSny integral 2. druhu

pres polokouli
S ={xeR|lxll =RAx320].

Nejprve si uvédomime, Ze na podstavé polokoule je x - dS = 0, takze sta¢i integrovat pies plast. Na ném
zavedeme parametrizaci

S (¢,0) = (Rcos ¢ cos 6, Rsin¢cos b, Rsin G)T

na mnoziné M = (0, 27) X (O, g) Vypocitame opét

oS
% = (=Rsin ¢ cos 6, Rcos ¢ cos6,0)",
oS : . . T
% = (—Rcos¢sing,—Rsin¢sind, Rcos )",
takZe a8 o8
o (0, 6) X 0 (0,60) = (R2 cos ¢ cos 6, R? sin 1) cos® 0, R? sin 6 cos 6) . (2.13)
u v

Po dosazeni do defini¢niho vzorce dostaneme

fx -dS = f (Rcos¢cosB,Rsingcosf,Rsind) - (R2 cos ¢ cos? 0, R?sin 1) cos? 0, R? sin § cos 9) d (u,v)
S M

2r 5
= :fd¢fd9R30050:2nR3 [sing]5 = 27R’.
0 0

Mnohem jednodussi v§ak bude vypocet pomoci Gaussovy véty. Vypocitime

2
fx-dS:fV-xdx:f(l+1+1)dx:3fdx:3-§er3,
S \%

Vv Vv

protoZe V je polokoule o poloméru R, t;.
V={xeR||xl| <RAx; 20
a %nR3 je jeji objem. Oba vysledky vysly se stejnym znaménkem, coZ napovid4, Ze normalovy vektor
vypocteny pomoci (2.13) ukazuje ven z V . Tato vlastnost zavisi jen na zvolené parametrizaci a je mozné
ji tedy ovéfit v jediném bodé€. Napt. v bod€ ¢ = 6 = 0 mame
x =5(0,0) = (R,0,0)"
a normalovy vektor m4 hodnotu

oS oS
= (0,0) X — (0,0) = (R?,0,0
= (0,0)x == (0,0) = (R*,0,0),

coz je skutecné vektor vnéjsi normaly.
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3. Zakladni pojmy dynamiky kontinua

3.1 Kontinuum a materialové téleso

Dynamika kontinua je podobor mechaniky kontinua, ktery se zabyva souvislostmi mezi pohybem
(proudénim) a deformacemi materidlu, energii a silami, které na néj ptisobi. Pfedmétem studia je ma-
teridlové téleso, které vypliuje uréity objem Va je sloZeno z nekone¢ného mnozstvi materidlovych bodii.
Materidl povaZujeme za kontinuum, jestlize jeho stav a vlastnosti lze s dostate¢nou pfesnosti popsat po-
moci funkci Casu a prostorovych soutadnic, jejichz defini¢ni obor i obor hodnot tvofi kontinuum v mate-
matickém smyslu. Tyto funkce reprezentuji napf. teplotu, tlak, rychlost, a dal§i makroskopické fyzikalni
veli¢iny. ,,Dostatecnd presnost* je zavisla na zvoleném méritku. Materidlové téleso tvorené plynem, ka-
palinou ¢i homogenni deformovatelnou pevnou latkou Ize povaZovat za kontinuum i v oblastech mens$ich
nez Imm. Na druhou stranu i na sypké materialy jako je pisek nebo zrni 1ze pohliZet stejnym zplisobem,
jestlize zkoumdme dostate¢né velky objem (pytel). Metody dynamiky kontinua se vSak vyuZivaji i pfi
studiu pohybu systémd, jako je dav chodcti, doprava na délnici, nebo i cely vesmir.

3.2 Referencni a aktualni konfigurace materialového télesa

Uvazujme afinni prostor (R3, o) a souradnou soustavu s pocatkem v bodé o, ktery se vzhledem k
pozorovateli nepohybuje. Pro jednoduchost a bez Gjmy na obecnosti volme standardni bazi prostoru

er = (1,0,0)T,
e;=(0,1,0)T,
e3 =(0,0,1)"

a pocatek o = 0, takZe kazdy bod p € (R3, 0) ma soufadnice shodné se slozkami vektoru p — 0 € R3. Z
matematického hlediska v dal$im textu proto ztotoznime afinni prostor (R3, o), jehoZ prvky jsou body, a

vektorovy prostor R?, ktery obsahuje vektory. Dile uvazujme ¢asovy interval J = (0, T).

Vychozim predmétem studia pro nds bude ¢asova evoluce materidlového télesa od casu r+ = 0 do
Casut = T.V Case t = 0 se téleso nachdzi ve svém vychozim (referencnim) stavu a zaujimd objem
Vo c R3 s hranici dV,. Kazdy bod X € Vy, X = (X, Y,Z2)" = (X1, X2, X3)" nazveme materidlovym
bodem. Pro oznaceni materidlovych bodi budeme pouzivat velkd pismena. Vlivem fyzikélnich procesi
deformace (napft. pfi pisobeni vnéjsich sil), translace nebo rotace dochazi ke zméné tvaru a/nebo veli-
kosti materidlového télesa, které v Case ¢ zaujima objem V (¥), stejné jako ke zméné& polohy jednotlivych
materidlovych bodt. Tim se materidlové téleso dostane do nového, aktudlniho stavu, ktery popisujeme
pomoci prostorovych soufadnic x = (x,y, 2T = (x1,x2, x3)T (viz Obr. 3.1 ). Na§im cilem bude nalézt
vztah mezi po¢4teCnim (referencnim) a aktudlnim stavem materidlového télesa.

UvaZujme materidlovy bod X a oznaéme jako x (¢, X) jeho polohu v Case ¢. V Case t = 0 plati
x (0, X) = X. Pribéh funkce

x: I xVy—oR? (3.1)

pro pevné zvolené X € V) si lze predstavit tak, Ze v Case ¢ = 0 nakreslime na téleso v bod¢é X kiizek a v

pribéhu ¢asu budeme sledovat, kam se tento kiiZek pohne. JestliZze nase kontinuum je kapalina, miZeme
do bodu X umistit malou kulicku a sledovat, jak je unasSena proudem.
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3. ZAKLADNI POJMY DYNAMIKY KONTINUA

A

€

€]

Obrézek 3.1: Referenc¢ni a aktudlni konfigurace materidlového télesa.

Analogicky je mozné definovat rychlost pevné zvoleného materidlového bodu X € V| jako ¢asovou
derivaci jeho polohy, tj.

(1, X) = Z—f(n X), (3.2)

3.2.1 Prechod mezi referencnimi a prostorovymi souradnicemi

Fyzikalni vlastnosti materidlového télesa zarucuji, Ze dva materidlové body se nemohou nikdy sejit
v jednom bodé prostoru, a zaroveni jeden materidlovy bod nemiZe byt na dvou mistech soucasné, t;.
zobrazeni (3.1) je prosté:
xt,X)=x1tX) = X =X,

Dile se Zadné dva materidlové body nemohou k sobé nekonec¢né priblizit ani od sebe nekonecné vzdalit,

coZ znamena, Ze Jacobian
ox  O0x Ox
X, 00X, 0Xs

Ox ovs  on 9

Ox3  Ox3  Ox3

X, 90X, X
Za té&chto predpokladi plati véta o implicitnich funkcich, kterd v kazdém ¢asovém okamziku ¢ zarucuje
existenci inverzniho zobrazeni
X(te ) . V(t) - VO,
které pro kazdy bod z aktudlni konfigurace x € V (¢) ur¢i materidlovy bod X (¢, x), ktery se v bodé x

aktudlné nachdzi.
Rychlost materidlového bodu, ktery v &ase ¢ prochazi pevné zvolenym bodem prostoru x € R?, je

VitLx)=v(@, X, x)). 3.4)
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3.3. Deformacni gradient

Zjistili jsme tedy, Ze rychlost mize byt svdzdana vztahem (3.2) s pevné zvolenym materidlovym bo-
dem X , nebo vztahem (3.4) s pevné zvolenym bodem v prostoru x. TotéZ plati pro libovolnou jinou
veli¢inu (napf. hustota, tlak, teplota, koncentrace...). JestliZe se zajimame o zdkonitosti, na jejichZ zakladé
se méni fyzikalni veliCiny v materidlovém bodé X (resp. v malém objemu dV, ktery ho obklopuje),
jedna se o tzv. Lagrangeuv pristup. JestliZe se naopak soustfedime na pevné zvoleny bod v prostoru x,
pouzivame pfistup Euleritv. Vysledky obou piistupl jsou totozné, i kdyZ matematicky zapis stejnych
zakonitosti mize mit formalng jiny tvar. Podrobné se obéma piistuptim budeme vénovat v kapitole 4.

Uloha 6. V horizontaln& poloZené trubce a poloméru R [L] je k horni sténé prilepena kulova bublina B
o poloméru 1—;, kterd ma v materidlovych soutfadnicich popis

R)2 = Iiz (3.5)

X%+X§+(X3—§ =T
jenz v Case t = Os splyvd s popisem prostorovym (x;(0) = X;, i € 3). Dile v trubce uvazujme kon-
stantni laminarni proudéni vzduchu ve sméru osy x; s parabolickym rychlostnim profilem v [LT~']3
definovanym

2 2 2
R° — X5 = X3
v = 0 . (3.6)
0

Rychlostni profil v je idealizovanym profilem skute¢ného proudéni v izkém kandlu, kde je predpoklddana
nulova rychlost u stén, vice viz [cite néco]. V Case t = 0 s zacne byt bublina unasena v rychlostnim poli.
Evoluci prostorovych soufadnic kazdého materidlového bodu X € B bubliny lze vyjadfit
x1(t, X) =X; + t(R* — X3 — X3),
x2(1, X) =X, (3.7)
x3(1, X) =X3,
¢imz dostaneme Lagrangetv popis trajektorie kazdého bodu, ktery spliiuje (3.5). Pro ziskdni Eulerova
popisu casové evoluce bubliny staci v (3.7) prejit k prostorovym soufadnicim
X(t,x) =x; — t(R* — x5 — x3),
Xo(t,x) =x2, (3.8)
X3(t, x) =x3,

a toto vyjadreni dosadit do rovnice (3.5) definujici poc¢ate¢ni tvar bubliny

2 R\> R?
(x1 - t(R2 - x% - x%)) + x% + (x3 - E) = T 3.9

Vyvoj tvaru bubliny je zndzornén na obr. (viz Obr. 3.2)

3.3 Deformacni gradient

Zménu (deformaci) konfigurace materidlového bodu kontinua, ktery je popsan v materidlovém po-
pisu soufadnicemi x = x(¢, X) popisuje tenzor F definovany jako
ox!

ktery se nazyva deformacnim gradientem. Z hlediska teorie transformace proménnych v diferencidlnich
vyrazech se jednd o Jacobiho tenzor transformace soufadnic od materidlovych soufadnic X k prosto-
rovym soutfadnicim x. JelikoZ pfedpoklddame reguldrnost transformace mezi souradnicemi X a x, exis-
tuje té7 inverzni tenzor F~!, ktery Ize zapsat
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(S]]
’

0 1 2

Obrazek 3.2: Vyvoj tvaru bubliny z v ase (viz Uloha 6).

i

Fl = 57 (3.11)

a ktery vyjadfuje Jacobiho tenzor pfechodu od soufadnic x k X.
Deformacni gradient je vychozi nastroj pro matematicky popis deformace (viz Kapitola 5).

3.4 Materialova derivace

Uvazujme libovolnou veli¢inu w, jejiZ hodnota v materidlovém bod€ X a ¢ase T je rovna w (T, X). V
pevné zvoleném bodé x € R? a v Case  je pak jeji hodnota W (¢, x). Kvili korektnosti dalich dvah piitom
az do konce kapitoly pfistoupime k oznaceni ¢asu jako argumentu funkce w pomoci velkého pismene 7 a
asu jako argumentu funkce W pomoci malého pismene . Pfirtistek veli¢iny w za jednotku ¢asu v pevné

zvoleném materidlovém bodé€ X (v bodé, ktery jsme si na té€lese oznacili kiizkem a ktery se v prib&hu
¢asu pohybuje) je roven parcidlni derivaci funkce w podle Casu, tj.

ow
—(T,X).
c‘)T(’)

Podobné piirtstek této veli¢iny za jednotku Casu v pevné zvoleném bod¢€ v prostoru x, ktery se nehybe,
je roven parcidlni derivaci funkce W podle Casu, tj.

ow
E (t, X) .

Zcela zfejmé se jednd o dvé obecné rizné hodnoty. Ukazme si nyni, jak spolu souviseji.
Zvolme si pevné materidlovy bod X. Jeho poloha v ¢ase T je x (T, X), a proto plati

w(TX)=W&(T,X),x1t,X) =W(@((T,X)),
kde vnitini funkce @ : J x Vo — J x R3 md tvar
O (7,X)=0(T,X),x1 (T,X), x2(T, X)), x3(T, X)) = (T, x1 (T, X), x2 (T, X) , x3 (T, X)) .

Je vidét, Ze prvni slozkou zobrazeni @ je funkce ¢, jejiz hodnota je z pfedpokladu nezavislosti plynuti
Casu na volb€ soufadnic rovna
t(T,X)=T.
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3.5. Zrychleni materidlového bodu

Oznaceni sloZek argumentu @ a sloZek samotného ® navzdjem rliznymi symboly ndm vSak umozni
korektné pouzit pravidlo o derivaci slozené funkce. Plati

4
ow ow 0Dy,

—(T,X) = — (D (T,X)) — (T, X
aT( ) k:laq)k( (1,X)) aT( )

F1l% ot 3 oW
= = (1K), x (T X)) 2 (T.X) + ; a—x]{(t(T,X),x(T,X))vk(T,X)

- %—If (T.x (T, X)) + v (T, X) - VW (T, x (T. X))

= 66_1:/ T, xT,X)+V(T,x(T,X) - VW ([T, x(T,X)). 3.12)

Po posledni tpravé médme vSechny funkce na pravé strané (3.12) zapsdny ve stejném bodé (¢,x) =
(T,x (T, X)). Proto lze (3.12) jesté prepsat do operdtorového tvaru

=: m(T,x(T, X)), (3.13)

ow 0
— (T, X) == -V
8T(’ ) ( v )W D¢

ot

T,x(1,X)
kde posledni vztah definuje operator tzv. materidlové derivace

D 9
Dt~ Ot

Pro vektorové veliCiny operator materidlové derivace definujeme po sloZkach. Pro funkce

+V.V.

w = (w,ws, w3) : J x Vg = R,
W = (W, Wo, W3) : I XxR> > R?

definujeme
DW)\ DW;
Dt ), Dt
a jestlize
w(T,X)=W(T,x(T,X),
tak potom

ow DW
o7 (T,X) = Br T,x(T,X)).

3.5 Zrychleni materialového bodu

Zrychleni materidlového bodu a [LT~2] budeme stejné jako v mechanice hmotnych bodi definovat
jako casovou derivaci rychlosti. V materidlovém popisu je proto zrychleni ddno vztahem

ov *x
T,X)=—=(T,X)= —(T,X). 3.14
aT, X) = 22T, X) = =5 (T, X) (3.14)
S vyuZitim materidlové derivace definované vztahem (3.13) pak lze psat

[
or

Po aplikaci inverzni transformace X = X (t,x), T = T (¢, x) = t dostavame

DV
a(T,X) = T1,X) = Dr T,x(T,X)).

a(t,X(t,x)) = % t,x). (3.15)
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3. ZAKLADNI POJMY DYNAMIKY KONTINUA

Funkce % podle rovnosti (3.15) pfedstavuje zrychleni materidlového bodu X, ktery prochdzi mistem x
v Case t. To je vSak definice funkce A, kterd vraci hodnotu zrychleni v prostorovych soufadnicich ¢, x.
Plati tedy

DV
A(t,x) = Ft(t’x)'

Pozndmka. Tento vysledek lze formulovat i obecné. JestliZe velic¢ina @ popsand v materidlovych soutfadnicich
funkci @ (T, X) souvisi s veli¢inou w vztahem

ow
lI)(T,X) = a_T(T’X)s

potom je tatdZ veli€ina popsédna v prostorovych soufadnicich funkci
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4. Rovnice dynamiky kontinua

Matematicky popis dynamiky kontinua, tj. popis pohybu a deformace daného materidlového télesa v
zavislosti na ptisobeni vné&jsich a vnitinich sil, 1ze jednoznac¢né odvodit ze zdkond zachovani v klasické
mechanice, tj.

1. zadkona zachovani hmoty (Lomonosov 1758, Lavoisier 1774),
2. zdkona zachovani hybnosti (pfimy disledek tif Newtonovych pohybovych zdkonit)
3. zakona zachovani energie (prvni zdkon termodynamiky),

a déle z fyzikalnich vlastnosti materidlu.

V této kapitole popiSeme zdkony zachovani matematickymi rovnicemi, které 1ze odvodit nékolika
riznymi zpisoby a ziskat tak formalné rozdilné zapisy stejného faktu. Neni proto pfekvapenim, Ze
kaZdou formu zapisu zdkona zachovéni je posléze mozné prevést na libovolnou jinou jen pomoci ma-
tematickych tprav. Vlastnosti materidlu, které jsou didleZité pro popis dynamiky materidlového télesa,
maji rovné€Z sviij matematicky zapis ve formé tzv. konstitutivnich vztahii, jak uvidime v ¢asti 4.2.2.

Ke konci kapitoly v Casti 4.5 se vénujeme odvozeni analytickych feseni vyslednych soustav rovnic.
Tato feSeni lze ziskat jen ve specidlnich pfipadech a s aplikaci omezujicich pfedpokladii. Piesto jsou
uzite¢na a ve vykladu se pouzije fada postupi z matematické analyzy, teorie diferencidlnich rovnic,
Fourierovych fad atd.

4.1 Zakon zachovani hmoty

Jako prvni odvodime matematickou reprezentaci zdkona zachovani hmoty. UkdZeme si zde nékolik
piistupt, s jejichZ pomoci lze vysledek ziskat, a zarover se presvéd¢ime, Ze vSechny vedou k témuz cili.
4.1.1 Euleruv pfistup s pouzitim kone¢ného objemu

Jak jsme jiZ nastinili v ¢asti 3.2.1, Euleruv pristup k popisu dynamiky kontinua spociva v popisu
zakonitosti, které maji vliv na vyvoj fyzikélnich veli¢in v pevné daném bod¢ prostoru x, resp. v pevné
daném (nehybném) objemu V C R3 s hranici 8V (obr. 4.1 ). Zakon zachovani hmoty v objemu V lze
formulovat tak, ze

ubytek hmoty v objemu V je roven toku hmoty ptes hranici 0V ve sméru ven z V.

Jestlize o (¢, x) [ML™3] je veli¢ina popisujici hustotu materidlu v prostorovém bod& x a v &ase ¢ , potom
celkovd hmota M [M] obsaZend v objemu V je

M(t)=f9(l,x)dx

a jeji ubytek za jednotku Casu je roven

-——®. 4.1
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4. ROVNICE DYNAMIKY KONTINUA

N

Obrazek 4.1: Eulertiv pfistup: pevné zvoleny objem V a materidlové té€leso V (7) pohybujici se v Case.

oV

N P4

Obrazek 4.2: Eulerav piistup: pevné zvoleny objem V s hranici 3V, ploska dS s vné&jsi normalou n.

Nyni uvazujme nekonecné malou plosku dS c 9V s normdlou n, kterd sméfuje ven z objemu V (obr.
4.2)). Pro vSechny body x € dS uvazujeme stejnou rychlost proudéni V (¢, x). Slozka rychlosti ve sméru
kolmém na dS je potom V - n a hmota, kterd projde ploSkou dS za jednotku Casu, je rovna

oV - nds.

Celkovy tok hmoty ven z objemu V pfes hranici 7V za jednotku Casu je roven plo§nému integralu II.

druhu
fQV-ndS = fQV'dS. 4.2)

oV oV

Matematické vyjadieni zdkona zachovani hmoty tedy dava do rovnosti vztahy (4.1) a (4.2) a vede k
rovnici kontinuity v integrdlnim konzervativnim tvaru

d
I gdx+fQV-ndS =0. 4.3)

Vv oV
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4.1. Zakon zachovani hmoty

€3 %
X + 03e3

/ X + 02e)
ez e S

X X +01e

€

Obrazek 4.3: Eulerav piistup: maly objem §V.

Tuto rovnici lze déle upravit nejprve pouZitim Gaussovy véty (véta 5, kapitola 2) a véty o derivaci in-
tegralu podle parametru (véta 2) postupné na

%fgdﬁfv-(g‘/)dx:o,
%

Vv
v

Kdyz uvazime, Ze objem V je volen zcela libovolné, miZe nulovost integralu (4.4) zarucit pouze nulovost
integrandu v celé oblasti, kde se nachdzi materidlové téleso, tj.

de
ot

+V. (QV)] dx =0. 4.4)

aq

Y +V-(©V)=0. 4.5)

Rovnice (4.5) je parcidlni diferencidlni rovnice a nazyva se rovnici kontinuity v konzervativnim (dife-
rencialnim) tvaru.

Pozndmka 7. Rovnice v integralnim tvaru (4.3) je ekvivalentni s rovnici (4.5), ovS§em pouze v pifipadg,
Ze funkce o a oV spliuji podminky diferencovatelnosti tak, aby vyraz na levé strané (4.5) vibec dédval
smysl. Napiiklad v proudéni tekutin mohou nastat nespojitosti v rychlosti, tlaku atd., které maji charakter
rdzovych vin. Jde o situace, které se v realité¢ béZzné vyskytuji a nelze je tedy pominout predpokladem
typu ,.nechf je vSechno spojité a vSechny derivace existuji“. Pro libovolné soustavy parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic (af uZ byly odvozeny jakkoliv) v8ak lze oslabit poZadavky na regularitu (hladkost,

diferencovatelnost) jejich feseni prechodem k tzv. slabé formulaci.

4.1.2 Euleruv pristup s pouzitim infinitezimalniho objemu

Rovnici (4.5) Ize odvodit pfimo v diferencidlnim tvaru, jestlize uvaZujeme misto kone¢ného objemu
V maly krychlovy objem &V (obr. 4.3 ). Soufadnice jeho dvou protilehlych vrchold necht jsou x =
(x1, x2, x3)T ax+0=(x1+5,x+0,x3+ (53)T. Predpoklddejme rovnéz spojitou diferencovatelnost
veli¢in o a V = (Vy, Vs, V3)T alespoti do 1. ¥adu'. Potom celkova hmota v objemu 6V je podle véty o

"Funkce o (¢, x) predstavuje hustotu jako funkci prostorovych soufadnic. Hustotu v materidlovych soufadnicich ozna¢ime
p(,X).
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4. ROVNICE DYNAMIKY KONTINUA

stfedni hodnoté rovna
oM (1) = f@(t, X)dx = 0(t,€5) 610203 (4.6)
oV

kde &5 € 0V a 010203 je objemova mira mnoZiny 6V. MnoZstvi hmoty, které do objemu vstoupi za
jednotku Casu ve sméru osy x; levou sténou S, o ploSe 9203, je rovno (opét podle véty o stiedni
hodnot€)

f@(h HVI(R)AS = 0(1,€150) Vi (1.€110) 9263

N 1,in

kde & ;, € S1,in @ mnoZstvi hmoty, které vystoupi ve sméru osy x; pravou stranou S i out, j€ FOVnOo
[ 0 Vi0.2185 =0 (18100) Vi (1. £10) 026
N i,out

kde & oy € S1.0u. Celkové mnoZstvi hmoty za jednotku Casu, které v objemu 6V ubude v disledku
proudéni skrze stény kolmé na osu xi, je tedy

lo(t.€1.0u) Vi (. €1.0w) — 0 (1:130) Vi (1. £110) | 265 4.7)
Analogicky pro smér x, dostaneme tbytek hmoty za jednotku &asu skrze horni a spodni sténu

lo(t.&2.0u) V2 (1. £2.0u) — 0 (1:620) V2 (1. £2,0) | 165 4.8)
a pro smér x3 ibytek hmoty za jednotku Casu skrze piedni a zadnf sténu

|o(1:€3.0u) V3 (1. €3 000) — 0 (1:€350) V3 (1. £330 6162 4.9)

Celkovy ubytek hmoty —% (6M (1)) v objemu 8V je tedy roven souctu tbytka (4.7)—(4.9), coZ lze po
vydéleni soucinem 9106203 vyjadrit rovnici

3 - . .
%Q (l, 65) n Z © (t’ ft’,out) Ve (t’ ff,out) © (t’ ft’,m) Ve (t’ ff,ln) -0 (4‘10)

= o¢

Limitnim pfechodem & — 0 se z kone¢ného objemu ¢V stane infinitezimalni objem dV, bod &; prejde
do bodu x a limity zlomkii na pravé strané (4.10) pfejdou v hodnoty parcidlnich derivaci a%f (0Ve) v bodé
x. To Ize ovérit vypoctem pomoci parcidlnich (¢aste¢nych) limit napft. pro £ = 1: '

Y (te fl,out) Vl (t’ fl,out) -0 (t’ gl,in) Vl (t’ fl,in)

lim
0—-0 o
olt,& Vilt,é —o(t.& ) Vi(t.&;
= lim lim lim ( l,out) ( l,out) ( 1,m) ( l,m)
51—)062—)053—)0 61
— 1im o(t,x+01e)Vi(t,x +51e1)—o(t,x) V) (t,x) _ 3 (V1)
01—0 o 8)61 .

Bod &, ;, € S1n totiZ piejde v limit€ 6 — 0,03 — 0 do bodu x a bod & o, € S1,0u piejde do bodu
x + 01e1. Rovnost (4.10) m4 tedy v limité tvar

_@:ia@@
ot = 6)6(

=V (V).

coZ je rovnice kontinuity (4.5).
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4.1. Zakon zachovani hmoty

o

Obrazek 4.4: Lagrangetv piistup: Materidlové t€leso V () a jeho vyvoj v ¢ase. V ramci V (¢) je zvolen
objem V (¥), ktery se pohybuje spolu s materidlovym télesem.

4.1.3 Lagrangeuv pristup s pouzitim kone¢ného objemu

Nyni pristoupime k odvozeni rovnice kontinuity pomoci Lagrangeova pristupu, ktery sleduje vyvoj
pevné zvoleného materidlového bodu, resp. mnoziny materidlovych bodi Vy c V; (obr. 4.4 ). Celkova

hmota v tomto objemu je
M:fp(O,X)dX:fQ(O,x)dx.
Vo Vo

V prib&hu ¢asu mnozina materidlovych boda s touto (stale stejnou) hmotou M zméni svij tvar i velikost,
takZe zaroven plati

M = fg(t,x)dx “4.11)
V(@)
pro kazdé r € J. Oblast, pfes kterou probiha integrdl v (4.11), se v ase méni, a plati pro ni obecné
V() c V(¢) (viz ¢ast 3.2). Pfechodem od prostorovych soufadnic x k materidlovym soufadnicim X
vSak dostaneme integral pfes Casové neménny objem Vy:

B
M= fg(t,x)dx:fg(t,x(t,X)) deta—;‘dX:fp(t,X)ldetFldX, (4.12)
V() Vo Vo

pricemz Jacobian transformace detF = det (2—;) je z predpokladu (3.3) nenulovy a mé stejné znaménko
pro vSechna X € Vj. Lze tedy odstranit absolutni hodnotu a plati
+M = fp (t, X)det FdX.
Vo

Derivaci této rovnosti podle ¢asu dostaneme rovnici kontinuity v nekonzervativnim integrdlnim tvaru

d
gfp(t,X)dethX= 0. (4.13)

Vo
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4. ROVNICE DYNAMIKY KONTINUA

Podobné jako v ¢asti 4.1.1 miZeme odvodit pfislusny diferencidlni tvar této rovnice. Zdménou in-
tegralu a Casové derivace podle véty 2 a uvazenim, Ze objem Vy byl volen zcela libovolné, dojdeme k
rovnosti

d(pdetF)

= 4.14
ot ’ (4.14)

coZ je rovnice kontinuity v nekonzervativnim (diferencidlnim) tvaru vyjadiend v materidlovych souradnicich.
Ukazme si, Ze rovnice (4.14) je ekvivalentni s rovnici (4.5) odvozenou v Castech 4.1.1 a 4.1.2. Pro-
vedeme Casovou derivaci soucinu a obdrZime

8£ detF + O detF =

4.15
ot P ot ( )

Nyni vyuZijeme vztah
O0detF

ot
ktery pro prehlednost dokdzeme aZ na konci sekce. Po vydéleni nenulovym det F ziskdme rovnost

=detFV.V, (4.16)

dp
— +pV-V=0
6t+p

a nakonec uplatnime definici materidlové derivace (3.13), ¢imZ rovnice piejde na

Do
—= 4+oV-V=0, 4.17
o ¢ (4.17)

coZ je rovnice kontinuity v nekonzervativnim (diferencidlnim) tvaru vyjadiena v prostorovych souradnicich.
Nyni jiz Ize snadno ziskat vztah (4.5), kdyZ pouze rozepiSeme materidlovou derivaci
Do 9o 9o
—+V-V=—4+V.-Vo+oV-V=—4+V (V)=
Dt ot ere ot ©V)
Nakonec dokdZeme vztah 4.16. Diikaz spociva v dosazeni do definice determinantu a vhodnych dpravach.
Neni tedy pfiliS pfinosny pro nds vyklad. Presto hravému Ctenéfi nabizime dvé jeho varianty. Prvni je
exaktni, hojné vyuZivajici zkrdceny z4pis souctu a soucinu. Druhd varianta soucty i souciny rozepisuje a
konecnou dpravu pouze naznacuje.

Diikaz. Za predpokladu dostatecné diferencovatelnosti funkce x (¢, X) 1ze vyjit z definice determinantu
a (3.10)

a upravit s vyuZzitim zdmény parcidlnich derivaci 8/0¢t a 0/0Xx)

ddetF ox ov; ox
ot ZS b l_l (¢ fe) Zﬂ: gmz OXx(i) gll_fl 5an€>

Nyni uvdzime, Ze pro kazdé i € {1, 2, 3} plati dle pravidla pro derivovani sloZzené funkce

i (1, X) _ 23] Vi (t,x (1, X)) Ox “.x

GXH(,-) =1 (9)61( 8Xﬂ(l‘)
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4.1. Zakon zachovani hmoty

V()

Obrazek 4.5: Lagrangetv pristup: V ramci materidlového télesa Vj je v Case + = 0 zvolena mala
krychlicka AV, kterd se v Case deformuje spolu s télesem.

takZe po dosazeni ziskdme

ddetF Y QERPIAY
2 :ngnnz(zz 3

ﬁ oxy
= . aXﬂ(g) ’

T i=1 \k=1 1,61
3 sen 23: Vi dxi v Vi on ﬁ dx;
= 71' —_— —_—
= & e 3)6,' (9X,r(i) [ . 3xk aXﬂ(,‘) (=1.0%i 6X,r(€)
3 3
oV, ox; Oxyp oV, Oxi Oxy
= sgnm + ) sgnrm
Z Z ox; 6X,r(,) (311_[ 0X, () ; ,Z; k% 8xk aXﬂ(l) iaX,r([)
—Z ngmr[ L3S Y et [ 2
axl n aX (6) i=1 k=1k#i axk aXﬂ(i) (=1,0#i aXﬂ([)
—V 14 =detF =0

Posledni vyraz je roven nule, nebof pro kazdou permutaci 7 existuje v sumé jeSt€ permutace = m o Tj,
pro niz plati’

Son T —Sgn T
£ QXﬁ(,) - aXﬁ(f) £ 5Xn(,) P 5

1,0#i 1,6+ ﬂ([)

4.1.4 Lagrangeuv pristup s pouZzitim infinitesimalniho objemu

Nakonec se pokusime odvodit rovnici kontinuity pomoci malého objemu AV, ktery se deformuje a
pohybuje spolu s materidlovym télesem. UvaZujme v Case ¢ = 0 krychlicku AV c Vj (obr. 4.5 ), kterd
ma protilehlé vrcholy se souradnicemi X = (X, X5, X3) a X + A = (X1 + A, Xo + A, X3 + A). Hmotnost
materidlu v této krychlicce je podle véty o stiedni hodnot¢ rovna

Am = f p(0.X)dX = A’ (0.E4)
AVy

2Tu je transpozice, tj. permutace, pro niz plati 7, (i) = k, 74 (k) = ia 1y (£) = { pro € ¢ {i, k}.
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4. ROVNICE DYNAMIKY KONTINUA

kde Ep € AVy. V Case t > 0 se tato krychli¢ka posune a deformuje na ttvar AV (¢). Rozvineme-li podle
Taylorova vzorce

x(t, X+ H) :x(t,X)+g—;(t,X)H+R(H),
kde
R(H)

lim =0, 4.18)
H—0 ||H||

muiZeme vyjadrit
AV (1) = {x (t,x + H)|H € [0, A]3}
= {x(t,X) L ox L OH+ R(H)‘ H < [0, A]3}

ax - X)H+R(H)‘He [0, A] }+x(t X)

{HI%O X)+H26—(t X)+H;a—(t X)+R(H)’He [0, A] }+x(t X)

ox 8 (’) 3

A—(t,X)+ pA— (t,X) + ysA— (£, X) + R (A 0,1 +x(,X). 4.19

Y 8X1( )+ Y2 8X2( )+ Y3 BX3( ) ( y)’ye[ ] } x(,X). (4.19)
To znamend, Ze body z AV (¢) tvoti aZ na zbytek R (Ay) rovnobéZnostén o strandch
ox ox ox

LA =A—(X), b(t;A) =A—(X), LA =A—(X). 4.20

a(t;A) 6X1(’ ) (t; A) 8X2( ) c(t;A) 6X3( ) (4.20)

Pro dostateéné malé A diky (4.18) zjistime (podrobné viz obr. 4.6), Ze existuji navzdjem podobné rov-
nobéznostény AV ()exi, AV (£);n O stranach

aa, ab, ac; a=1+0(A), resp. (4.21)
Ba, pb, Bc;  B=1-0(4), (4.22)

tak, Ze AV ()inr C AV () C AV (£)ex- Pitom o (A), spliiuje

ilil’(l)o Aa) =0. (4.23)

Pro objem ttvaru |AV (7)| tedy plati
AV @il < AV (D] < AV (D) eyl -

Po dosazeni do vzorce pro vypocet objemu rovnobézZnosténu (viz poznamka 8) dostavame

a, by ¢ ar b ¢
Bldet| ax by ¢ ||<IAV@)<ad|det| a2 by e |, (4.24)
az bz c3 a3 bz c3

a s pouZitim rovnic (4.20), (4.21), (4.21) déle
(1=0(A)> A3 |detF (¢, X)| < AV )] < (1 + 0 (A))? A®|detF (1, X)|

kde F je dano (3.10). JestliZe rovnost vydélime A3, dostaneme

(1-0(A)°|detF (1, X)|<| (Z(t)l (1 + 0(A))? |detF (1, X))
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4.1. Zakon zachovani hmoty

b(t;A) = Aj—;;(z, X)

x(1, X) a(t;A) = AJE(t, X)

Vysvétleni:

e Uvazujme nejprve objem AV (¢) a zakresleme rovnob&Znostén s vrcholem v bodé€ x (¢, X), defi-
novany vektory a, b, ¢ (na obrazku pouze a, b).

e Tento rovnobéznostén budeme skdlovat podle stfedu pii zachovani jeho tvaru tak, aby se do n¢j
vesel cely objem AV (¢). Tim ziskdme piisluSny Skdlovaci faktor @ = 1 + 0.

e Analogicky zmenSujeme vychozi rovnobéZnostén tak, aby se cely veSel do AV (¢), ¢imZ ziskame
faktor B = 1 — 0,.

e Nakonec zvolime 0 = max {01, 02} a poté definujeme rovnobéznostény AV ()exi, AV ()i dle
4.21), (4.22).

e Vzdilenost mezi hranicemi AV (¢)eyxe, AV (#)ine je piimo Umérnd velikosti zbytku R (Ay) v (4.19)
a zaroven rozdilu délek libovolné dvojice odpovidajicich si sté€n, napr.

a(l+o)—a(l-o0) :Z%O,X)AO(A).

Vzhledem k (4.18) proto také plati

) ox )
0= 1122)28_)(1 (t,X)Ao(A)/A = ELI})O(A)'

Obrazek 4.6: Dvourozmérné znazornéni deformovaného objemu AV (f) a soustfedné umisténych
navzijem podobnych rovnobéznosténtt AV ()i, AV (H)exi-
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4. ROVNICE DYNAMIKY KONTINUA

L podstava

b

Obrézek 4.7: K odvozeni objemu rovnobéZnosténu

a po provedeni limity A — 0 ziskdvame z (4.23) a véty o limité seviené posloupnosti

. AV @)
ilir(l) A3 = |detF (¢, X)|. (4.25)

Nezavisle na t je mnoZstvi hmoty obsazené v AV (¢) rovno podle véty o stfedni hodnoté

Am = f 0(t,x)dx = 0(1.€,,)IAV (0] = p (1. Za,) IAV () (4.26)
AV()
kde ér; € AV (1) a Bpy € AV tak, Ze x (¢, Epy) = &ps V posledni rovnosti v (4.26) jsme presli od
prostorovych soufadnic k materidlovym, podobné jako v (4.12). Po vydéleni A3 a provedeni limitniho
pfechodu A — 0 piejde maly objem AV v infinitesimdlni objem dVy, AV (¥) v infinitesimalni objem
dV (#), bod Ea; prejde nezavisle na ¢ do bodu X a s pouzitim (4.25) dostaneme
AV ()]
A3

Vzhledem k tomu, Ze argument limity nen{ zavisly na ¢, nemiiZe byt ani jeji vysledek. Proto

lim p (7, Ea.) = p(t, X)|detF (£, X)|.

9
— (pdetF) =0,
5; P detF)

coz je (4.14).
Pozndmka 8. (odvozeni vzorce pro objem rovnobéznosténu) Uvazujme rovnobéznostén oznaceny AV
dany vektory a, b, ¢ (viz obr. 4.7 ). Jeho objem |AV| je roven obsahu podstavy

|b]|c|sin@ = |b X c|

nasobenému jeho vyskou
h = l|a|cos a,

jak si lze snadno rozmyslet na analogickém pfipadu rovnobéZniku v roviné. Celkem tedy dostdvdme
IAV| = |b X cl|la|cosa =|a- (b X c)|,

pricemz posledni rovnost plyne z faktu, Ze vektor b X ¢ je kolmy na zdkladnu a vektor a s nim svira tihel
a, ptipadné m — @. Vysledny smiSeny soucin pfitom lze zapsat také ve tvaru determinantu

el e e3 ay ay az ay by ¢
a-(bxc)=a-det| by by by |=det| by by by |=det| ap by ¢ |.

c1 ¢ c3 c1 ¢ c3 az by c3
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4.2. Zakon zachovani hybnosti

Pozndmka 9. Odvozeni v sekci 4.1.4 az po (4.25) je stézejnim krokem v dikazu véty o substituci ve
vicerozmérném integralu.

4.2 Zakon zachovani hybnosti

4.2.1 Odvozeni obecného tvaru rovnic

V této Casti odvodime rovnice vyjadfujici druhy Newtonlv zakon, tedy Ze zména hybnosti za jed-

vy s

notku ¢asu je rovna souctu vnéjsich sil pisobicich na soustavu. Pouzijeme jiZz pouze Eulertv piistup a
kone¢ny objem V. V ném se nachazi material o celkové hybnosti

P(t)zfg(t,x)V(t,x)dx.

v
Casové zména této hodnoty je ddna

1. tokem hybnosti do objemu V, tj. hybnosti, kterou prinasi material vstupujici do V, resp. odnasi
materidl vystupujici z V,

2. pusobenim tlaku okolniho materidlu na hranici objemu V,
3. viskéznimi silami (silami tfeni) na hranici objemu V,

4. pusobenim objemovych sil F (¢, x) na latku v celém objemu V (zpravidla gravitacni sily a dale sil
elektrostatickych, magnetickych apod.).

Odvodime nynfi rovnici pro zménu slozky hybnosti ve sméru osy e;, kterou lze definovat jako

. d
P;(t) = E fQVidx. 4.27)
%

1. Tok i-té slozky hybnosti zptisobeny pohybem materialu pfes hranici objemu V je dan integralem

- f oViV -ds, (4.28)
4%
pricemz vyraz V-dS = V- ndS predstavuje objem materidlu prostupujici za jednotku ¢asu ploskou
dS ven z objemu V.

2. Tlak okolniho materidlu P *na objem <V plisobi vzdy ve sméru vnitini normdly na hranici. Sila
pusobici na plosku dS je rovna —PndS = —PdS a jeji projekce do sméru vektoru e; je tedy —Pe; -
ndS = —Pn;dS. Celkova sila na 3V ve sméru osy e; zptsobena tlakem je tedy

- anidS. 4.29)

oV

3. Piasobeni viskoznich sil udava dynamicky tenzor (viskozniho) napéti Tp = (T,‘ j). Na plosku o
jednotkovém povrchu s normdlou ve sméru n pisobi viskézni sila Tpn. Pro i-tou slozku této sily

tedy plati
3

(Tpm); = )" T

k=1

3Vsechny veli¢iny jsou v aktudlnich soufadnicich a piisluiné funkce jsou tedy znaceny velkymi pismeny: vektor hybnosti
P = (P, P, P3) atlak P.
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4. ROVNICE DYNAMIKY KONTINUA

a konkrétné pro n = e; dostaneme

(Tpej)i = Tik6kj = T,'j.

3
k=1
To znamen4, Ze sloZka tenzoru napéti 7;; predstavuje i-tou slozZku sily plsobici na jednotkovou
plosku kolmou na osu e;. Celkové plisobeni viskéznich sil na hranici objemu V ve sméru e; je

tedy
3
f (Tpn);dS = f > tumds. (4.30)
oV ov k=1

Pozndmka. Tlak a viskozn{ sily se daji zapsat spolecné pomoci (tzv. iplného) tenzoru napéti

T=-PI+Tp.

4. Objemova sila F vztaZend na jednotku hmotnosti (intenzita sily) pfispivd v celém objemu V si-
lovym ptisobenim ve sméru osy e;

f oFdx 4.31)

Vv

Shrnutim vztaht (4.27)—(4.31) do celkové bilance hybnosti ve sméru osy e; dostivame pro i € {1,2, 3}
zdkon zachovdni hybnosti v konzervativnim integrdlnim tvaru

d
anVidx+fQViV-dS = —anidS +f(TD")i ds +fQF,~dx, (4.32)
Vv oV Vv

oV oV

Nyni pouZijeme zaménu derivace a integralu (véta 2) a ddle Gaussovu vétu (véta 5) na plosny integral na
levé strané (4.32). Na ploS$né integraly na pravé strané této rovnice aplikujeme Greenovu formuli (véta
3) a rovnici pfevedeme na

d(oVi) faP Oty Ot Ot
V.ViVyde= | -28 9T 0T OB | opdx
f o TV @iV)dx o, Ox; | oxy  oxs CTIX
Vv 4%

Vzhledem k libovolné volbé objemu 7V musi téZ platit rovnost integrandi

0 V) 0P Oty Ot Ot33 )
9% V. vy =2 O Otz OB L b ie(1,2,3), 433
o TV ViV =t o T o, ok T oFe e l23) (4.33)

coZ je zdkon zachovdni hybnosti v konzervativnim (diferencidlnim) tvaru.
Levou stranu (4.33) lze rozepsat uZitim pravidla o derivaci soucinu podle ¢ a podle vzorce

V-(fe)=/V-9g+Vf-g.
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4.2. Zakon zachovani hybnosti

¢imZ dostaneme

5 (Q V,') OV,- (9@ 5Vi DV,'
—_= v . . - g—2 = . . .VV. = ! . = —1t
o +V-©ViV)=0p o + ((% +V (QV)) Vi+oV-VV; g( o +V VVl) 0 Dr
N e’
=0

pricemz nulovost oznacené zavorky plyne z rovnice kontinuity (4.5). Po dosazeni dostdvame zdkon za-
chovdni hybnosti v nekonzervativnim (diferencidlnim) tvaru (ktery by bylo mozné odvodit i pfimo s
pomoci Lagrangeova pfistupu)

DV; OP 0ty Otp Otp .
—_— =+ +—+ —+0oF;, i€{1,2,3}. 4.34
v Dt ox; 0xp 0x;  0x3 oFi, i€t } ( )

Tuto soustavu rovnic lze zapsat i ve vektorovém tvaru

DV
opr = ~VP+V-Tp+oF, (4.35)

s N2

kde operator divergence V- je aplikovan na formalni fadkovy vektor sloZeny ze sloupci tenzoru Tp, tj.

3 oT;

V-Tp=V-(T,T2,T3) = F
iy Ot

4.2.2 Newtonovské tekutiny a Navierovy-Stokesovy rovnice

Tvar dynamického tenzoru napéti Tp neplyne z Zadnych obecnych fyzikdlnich principi a je zavisly
na vlastnostech konkrétniho materidlu. Velkou vét$inu redlnych tekutin (vzduch, voda, atd.) Ize povaZovat
za tzv. newtonovské tekutiny, pro které maji slozky dynamického tenzoru napéti tvar

A%
T = AV -V 4+ 2u—, (4.36)
ax,-
av; 9V,
Too=1a = ul — + —2]. 4.37
ij = Tji “(axj ox; (4.37)
Uvedené tzv. konstitutivni vztahy 1ze vysvétlit jako efekt viskozity tekutiny, kde rizné rychle proudici
vrstvy tekutiny se o sebe tfou a plsobi na sebe silou, kterd je dmérna rozdilu jejich rychlosti. Koefici-
ent u [ML™'T71] se nazyva soucinitel molekuldrni viskozity nebo dynamickd viskozita. Koeficient A se
nazyva druhy viskézni koeficient, pro néjz se bézné pouziva Stokesova hypotéza

2
1= _gﬂ' (4.38)

Dosadime-li vztahy (4.36)—(4.38) do rovnic (4.34), dostaneme tzv. Navierovy-Stokesovy rovnice® v

nekonzervativnim (diferencidlnim) tvaru, které popisuji stlaitelné proudéni vazké newtonovské tekutiny.

4V &ir§fm smyslu rozumime Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi cely systém rovnic popisujici proudéni, tj. rovnice
(4.39)—(4.41) spolu s rovnici kontinuity a rovnici energie (viz ¢ast 4.3).
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4. ROVNICE DYNAMIKY KONTINUA

DV, oP 0 % 0 oV, 0V, 0 oV,  0V;
el AN VAR /A el Py ) pad A | BN i Ead e e | EYYa
g Dt oxy +c')x1( - Max1)+ax2 [u(a)q +5X1)]+5X3 |:M((9X3 +8x1)]+g !

(4.39)
DV, o°P 0 v, 0Vy 0 )%} 0 oV, 0V3
— =t — || ==+ — — | AV 2u—= |+ — |u|l=—+— F.
°Dr 6x2+8x1 [ﬂ([)xl +8x2)]+8x2( Ve ﬂ3x2)+5x3 [ﬂ(aXS +5x2)]+g >
(4.40)
DV3 oP 0 ovy o0V 0 ovy 0V, 0 A%
— =t —||—=+ = — |u|l—+=— —|(AV-V +2u— F3.
°Dr 6x3+8x1 [M(axl +6x3)]+6xz [“(ax2+ax3)]+ax3( " 'u(9x3)+g :
(4.41)

4.2.3 Nevazké proudéni - Eulerovy rovnice

V nékterych piipadech Ize viskozitu tekutiny zanedbat. PoloZzenim yu = 4 = 0 v (4.39)—(4.41), resp.
7;; = 0 v (4.34) dostdvdme Eulerovy rovnice v nekonzervativnim (diferencidlnim) tvaru

DV, oP
— = —— +0F], 4.42
°Dr T Tom ¢! (142
DV, oP
— = — +0F),, 4.43
e Dt 0x) ez ( )
DV; oP
—— = —— {+0oFs3. 4.44
°Dr T ox 9 b
Cely systém lze snadno zapsat i vektorové jako
DV
— =-VP+oF,
’Dr €

coZz ziskdme dosazenim Tp = 0 do (4.35).

4.2.4 Nestlacitelné proudéni

Jestlize je tekutina nestlacitelna (proudéni vody) nebo je proudéni natolik pomalé, Ze nedochazi k
priliSnym zméndm hustoty tekutiny, je moZné rovnice proudéni zjednodusit pfedpokladem

o = konst.

Rovnice kontinuity (4.5) tim pfejde na
V.-V=0, (4.45)

Predpokladejme navic, Ze dynamicka viskozita u je rovnéz konstantni. Piimym dosazenim (4.45) do
(4.39) ziskame

DV, oP [6 (Zavl) 0 (6V1 BVQ) 0 ((9V1 6V3)

=1 S DAt AN EAd N ASY Py Eadi Fi. 4.46
QD[ ox; 0x1 +6XZ 6)C2+(9X1 +6X3 6X3+6X1 Ter ( )

=—-——++
6x1 s
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4.3. Zakon zachovani energie

a po provedeni derivaci (pfedpokladejme jejich zdménnost)

DV, oP *vi (*Vi 8PV, PVy Vs
—_— = 2 + + + oF]. 4.47
Q Dt oxy ax% axg 0x10x7 ax% 0x10x3 oo ( )
Rovnici kontinuity (4.45) zderivujeme podle x; a pfevedeme na tvar
Fvi PV, Vs
6x% B 0x10x3  0x10x3 '
Po dosazeni do (4.47) vyjde
DVi _ 0P 9V, . 0V, . Vi CoF
ODr T o TH ox3  0x5  0x3 en
oP
= ——— + uAVy + oF). (4.48)
oxy
Podobné upravime rovnice (4.40), (4.41) a dostaneme
DV, oP
—— = —— + uAVr + oF>, 4.49
5, ax, THAV2 Tl (4.49)
DV; oP
— = —— + uAVsz + oFs. 4.50
5, on; THAV3 F ol (4.50)

o 7 2 13 7 W 7 . 7z 7
Laplacetiv operdtor A = Zi:l % je definovan po slozkach i pro vektorové funkce, a proto Ize systém
k

(4.48)—(4.50) zapsat ve vektorovém tvaru

DV
— = -VP + uAV + oF.
QD[ M 4

Po vydéleni hustotou o ziskdvame Casto pouZivany tvar

bV _ —VP +VvAV + F, 4.51)
Dt
kde v = £ [L2T - 1] je tzv. kinematicka viskozita a p=2=,
Za uvedenych predpokladi je systém rovnic (4.45), (4.51) doplnény o stavovou rovnici (viz sekce
4.4) uzavieny a feSitelny bez pouZziti zdkona zachovani energie, ktery odvodime v nésledujici sekci. Totéz
plati o nevazkém proudéni pfi konstantni teploté.

4.3 Zakon zachovani energie

4.3.1 Zakon zachovani celkové energie

Nyni se budeme zabyvat zdkonem zachovani celkové energie. Tato energie se skldda z kinetické
energie pohybujici se hmoty a vnitini energie. Opé€t pouzijeme Eulerdv pristup a kone¢ny objem V pevné
zvoleny v prostoru. Oznacime-li E vnitini energii na jednotku hmotnosti (tzv. mérnou vnitini energii), je
mnoZstvi celkové energie rovno

EM = f@ (t,x) (E (t,x) + %V(r, x)z) dx. (4.52)

vV

Casovd zména této hodnoty je ddna
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1.

2.
3.
4.
5.

v

tokem energie do objemu YV, tj. energii, kterou pfindsi ¢i odnasi materidl vstupujici do V, resp.
vystupujici z V, ptes hranici 0V,

vykonem povrchovych sil (tlaku a viskéznich sil) na hranici objemu 9V,
vykonem objemovych sil na latku v celém objemu V,
tokem vnitini energie pres hranici 9V zptsobenym difuzi (vedenim) tepla materidlem,

vykonem objemovych zdroji tepla v objemu V.

Na vsechny tyto prispévky se nyni podivame podrobné.

1.

Tok energie zpisobeny pohybem materialu pfes hranici objemu V je dan integralem

V2
—fg(E+7)V~dS, (453)

oV

pfiCemZ vyraz V - dS = V - ndS stejné jako v (4.28) predstavuje objem materidlu prostupujici za
jednotku Casu ploskou dS ven z objemu V.

. Tlakov4 sila pasobici na plosku dS je rovna —PnrdS = —PdS a prace vykonana touto silou za

jednotku Casu je ddna jeji projekci do sméru rychlosti pohybu materidlu, tj. po zintegrovini pres
0V dostaneme celkovy vykon tlakovych sil

—fV~(pdS):—fPV-dS. (4.54)

oV oV

Podobné vykon viskéznich sil Tpn ptisobicich na plosku dS 1ze vyjadfit jako

3 3 3 3 3
fV-(TDn)dS = fz Vl‘ (TDn),- ds = fz ViZTiknde = fZ[Z Vi‘rik]nde. (455)
oV i= k=1 oV k=1 \i=1

oV oy =1 =1

. Vykon objemovych sil F je dan integridlem

fF - (oVdx) = fQF - Vdx. (4.56)

v Vv

. Tepelny tok smérem dovnitF objemu V pres plosku dS s vnéjsi normdlou n v disledku vedeni

tepla je dan Fourierovym zdkonem

T
kg—ndS = kVT - ndS = kVT - dS 4.57)

kde k je koeficient tepelné vodivosti. Proto celkovy tepelny tok pifes hranici 0V zplsobeny ve-
denim tepla je

kaT -ds. (4.58)

oV

. Konet¢ng, je-li tepelny vykon objemovych zdroji tepla na jednotku hmotnosti roven Q, celkovy

tepelny vykon v objemu V je
f 0Qdx. (4.59)

Vv
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4.3. Zakon zachovani energie

Shrnutim vztahd (4.52)—(4.59) do bilance celkové energie dostavame zdkon zachovdni celkové energie v
konzervativnim integrdlnim tvaru

;(Vf (E+—) - f(E+V—2)V ds — fpv dS+fz3;[ZVT,k]nde

oV oV oV

+fQF-de+kaT'dS+fQde. (4.60)

v oV %

Pouzitim Gaussovy véty, resp. Greenovy formule na plo$né integrily v (4.60) lze rovnici pfevést na

fgt[ (E+V72) Q(E+V72)V}d (va (PV)+Z (va]dx

+fQF-V+V-(kVT)+dex.
4%

S uvazenim, Ze objem V lze volit libovolng, musi platit t€Z rovnost integrandl, ¢imz dostavame zdkon
zachovdni celkové energie v konzervativnim (diferencidlnim) tvaru

+V-

+V.

Q(E+V;) ]:-v (PV)+Z [ZVT,k)

+oF-V+V. (kVT)+QQ. (4.61)

Jestlize pouZijeme tpravy analogické prechodu od (4.33) k (4.34), je moZné vyjadrit zdkon zachovani
energie 1 v nekonzervativnim (diferencidlnim) tvaru (ktery by bylo moZzné odvodit i pfimo s pomoci
Lagrangeova pfistupu)

QD%(E ‘;2) V. (PV)+Z (ZVT*)

+oF - V+V. (kVT) +00. (4.62)

4.3.2 Zakon zachovani vnitini energie

V nésledujicich dpravich prejdeme od rovnice pro zachovani celkové energie k rovnici pro zachovani
vnitini energie. Upravy budeme provadét v nekonzervativnim tvaru, nebof piislus$né rovnice maji jed-

v s

nodussi tvar. Pfipometime si zdkon zachovéini hybnost1 (4.34)

DV oP 8T,k
= —— —_— F; 1,2,3
Dl‘ 6x,- * 6 reori ie { }
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4. ROVNICE DYNAMIKY KONTINUA

Pro kazdé i pfisluSnou rovnici vyndsobime V; a vSechny rovnice se€teme. Dostaneme

(4.63)
i=1 i=1 O i=1 k=1 0%k i=1
Pro levou stranu (4.63) plati
3, Dy, 5D (1 D (1 D (V2
i 2 2
Q; Dr Q;Dt(Z ) QDt;(Z ) QDt(Z)
Po dalsich dpravéch na pravé strané€ lze vztah (4.63) pfepsat jako
D (V2 3 O At
—|—=|=-VP-V+ Vi+oF V. 4.64
@Dt(z) 21; L Vite (4.64)
Odectenim (4.64) od rovnice pro celkovou energii (4.62) obdrZime
DE (S oV
— =-PV-V+ —
+ V- (kVT) + 00. (4.65)

coZ je zdkon zachovdni vnitini energie v nekonzervativnim (diferencidlnim) tvaru

4.3.3 Zakon zachovani energie pro newtonovské tekutiny

Dosadime-li do (4.65) vztahy (4.36)—(4.37), dostaneme rovnici zdkona zachovani vnitfni energie pro
newtonovskou tekutinu. Postupné upravime

+V - (kVT) + 00.

3 3
=—PV-V+ >y v v+ 2 Vi) Ve 2V Vi) Vi
= ‘ 4 Oxy  0x; ) Oxi

+ V- (kVT) + 00

a po rozepsani sum dostaneme nakonec
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4.4, Uzavreni systému rovnic pro proudéni tekutiny

— =-PV-V+AU—+—+
QD[ 0x 0x> 6)63

ViV (0V\E (0V5)?
6)61 6x2 6)63
Oxy  0Oxy ox3 0xp ox3 0Oxy

+V - (kVT) + 00. (4.66)

DE (avl Vs Vs )2

+ 2u

4.4 Uzavieni systému rovnic pro proudéni tekutiny

Dosud jsme odvodili nékolik rovnic, které v procesu proudéni tekutiny vyjadfuji zdkony zachovani
fundamentdalnich fyzikélnich veli¢in. Jde o 1 rovnici pro zdkon zachovédni hmoty (sekce 4.1), 3 rovnice
pro zdkony zachovéni slozek hybnosti (sekce 4.2) a 1 rovnici pro zdkon zachovéni energie (sekce 4.3).
Celkem tedy mame 5 rovnic pro hustotu o, 3 slozky hybnosti oV;, vnitini energii E, teplotu T a tlak P °.
Proménnych veli€in je tedy 7 a je ziejmé, Ze pro nalezeni jednoznacného feSeni bude tfeba jesté 2 dalsich
rovnic.

4.4.1 Stavova rovnice

Jednou z chybéjicich rovnic je stavovd rovnice, kterd udavé zévislost mezi stavovymi veli¢inami
uzavieného systému. Stavové veliCiny jsou takové, které zavisi pouze na aktudlnim stavu systému.
Napfiklad pro plyny udédva stavova rovnice vztah mezi teplotou 7', tlakem P a objemem V

f({T,PV)=0.
Dobte zndma stavovd rovnice idedlniho plynu ma tvar
PV =nRT,
kde n je molarni mnoZstvi plynu a R je univerzdlni (moldrni) plynovd konstanta s hodnotou
R =8.31446 J - mol'K.

Tuto rovnici lze rovnéZ prepsat do tvaru vztaZeného na jednotku objemu

n nM R
P= VRT = TMT = QRspecTa

kde M [kg . mol_l] je molarni hmotnost plynu a Ryyec = R/M je tzv. specificka plynova konstanta.
Pomoci stavové rovnice lze ze systému rovnic vyjadrit jednu z proménnych o, P pomoci té druhé.

>Symbolika odpovid4 eulerovskému pifstupu a pifslusnému konzervativnimu tvaru rovnic. Toto znadeni dodrZime v celé
sekci (4.4).
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4.4.2 Vztah mezi vnitini energii a teplotou

Posledni rovnice, kterd jest€ schdzi, dava do souvislosti teplotu a vnitfni energii. Abychom k ni
dospéli, vyjdeme z definic mérnych tepelnych kapacit (tj. vztaZenych na jednotku hmotnosti) pfi stdlém
objemu a stdlém tlaku

OE OH
=|— =— 4.
Ccy (6T)V, cp (BT)P’ ( 67)
kde
P
H=FE+—
©

je mérnd (specifickd) entalpie. Obvyklé termodynamické znacen{

)
ar ),
v (4.67) je tfeba chapat nasledujicim zptsobem. Vnitini energie je obecné funkci stavovych veli¢in P, V,

T. Dolni index V znadi, Ze proces probihd pfi konstantnim objemu. Ze stavové rovnice proto plyne, Ze
tlak je jiz funkci pouze teploty, tj. P = P (T') a vnitini energii Ize tedy vyjadrit jako funkci

E(T) = E(®(T)),
kde
o (T) =P (T),V,T).

Potom zména vnitini energie systému v zdvislosti na teploté je podle véty o derivaci sloZzené funkce ddna
vztahem

oT

Tar  _9PaT Tav ar Tarer apaor T aT
N——
=0

. (GE) d6(T) OEOP OE 0V OEOT OEOP OE
V = :: = =
v

Analogick4 dvaha plati pro vypocet cp.
Pro kapaliny, které 1ze povaZovat za nestlacitelné (o = konst.) plati

o= (50, 28), |52 - 68),

——e
=0

Ne&které tekutiny lze povaZovat za tzv. perfektni plyny, u nichZ vnitini energie z4visi pouze na teploté.

Pro né lze potom vyjadfit

T T
E(T) = f cy(t)dr, H(T) = f cp(T)dr (4.68)

Tref,i Tref,i

kde Tyr je libovolnd referencni teplota. ProtoZe nikde v systému rovnic nevystupuje piimo hodnota
vnitini energie, ale pouze jeji derivace, 1ze Trer volit libovolng, napi. Trer = 0. V mnoha aplikacich se
teplota méni v rozsahu, kdy Ize tepelné kapacity povaZovat za konstantni. Potom z (4.68) plynou vztahy

E = CvT, H = CPT,

které uzaviraji cely systém rovnic. Hodnoty cy a cp pro riizné tekutiny jsou zméfeny a lze je dohledat v
tabulkach.
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4.5 Analyticka reSeni vybranych iloh laminarniho proudéni
newtonovské tekutiny

V této kapitole popiSeme analytickd feSeni dloh staciondrniho lamindrniho proudéni nestlacitelné
(o =konst.) newtonovské tekutiny bez gravitace v ndsledujicich pfipadech:

1. mezi dvéma rovnobéznymi deskami (nebo téZ Hagenovo-Poiseuilleho proudéni v dvourozmérné
trubce),

2. v dostate¢né dlouhé trubce o délce L s riznymi prifezy (kruh, elipsa, obdélnik, rovnostranny
trojuhelnik, kruhova vysec).

U stén desek, resp. trubky predpokldddme neklouzavé (no-slip) okrajové podminky, které pfedepisuji
nulovou rychlost u hranice.
Ve vSech piipadech budeme predpoklddat vyluéné horizontdlni proudéni. Vektor rychlosti proto bude
mit nenulovou pouze prvni slozku
Vi
v=| 0 | (4.69)
0
Na vstupu, resp. vystupu oblasti je predepsén tlak tekutiny Pj,, resp. Py, a pro ndzornost predpoklddame,
ze plati Pj; > Py, tj. tekutina bude proudit zleva doprava. Za téchto predpokladi pifejdou rovnice
kontinuity (4.5), resp. Navierova-Stokesova rovnice zdkonu zachovéini hybnosti (4.51) bez zdrojovych
¢lend do tvaru

oV
1 _p, 4.70)
axl
resp.
DV ap &> *vy o
QFI =~ +u ‘;1 + =+ ‘;1 + oF) . 4.71)
! X1 Ox; 0x; Ox3 ta—’
=0
Celkem rovnice (4.71) ptejde do tvaru
ap PV 0*Vy
— = — —, 4.72
33 “[ PR 72

kde rovnost nastava pro vSechna x pravé tehdy, kdyZ obé strany rovnice jsou konstantni. Proto musi
platit, Ze P = C1x; + Cy, pfiCemZ konstanty Cy a C; urc¢ime z okrajovych podminek P(0,y,z) = Pj, a
P(L,y,z) = Poy pro libovolné zvolené y a z, tj. Co = Pi a C1 = (Pout — Pin)/L.

Rovnici (4.72) mizeme tedy piepsat do tvaru

Pouw— Pin _ 8V, N Vv
uL ﬁxg 8x§

(4.73)

nebo formalné
A= AVl, “4.74)

kde A = % a symbolem A rozumime Laplacetiv diferencidlni operétor vzhledem k proménnym x;
a X3
2 2
A= 6—2 + 6—2. 4.75)
Ox;5  0x3
Az sem bylo odvozeni analytického feSeni spolecné pro vSechny uvazované ptipady. V néasledujicich
¢astech odvodime feseni (4.74) nejprve pro proudéni mezi deskami, a potom Vv trubce.
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4.5.1 Mezi deskami

V ptipadé€ proudéni mezi rovnobéZnymi deskami predpokldddme, Ze ve sméru x; se rychlost neménd,
proto
ov
—L-o (4.76)
0x)
Z rovnic (4.70) a (4.76) plyne, zZe V| zavisi pouze na soufadnici x3, tj.
Vi(xi, x2, x3) = W(x3)

pro libovolnd xja x;. Rovnice (4.74) potom pfejde do tvaru obycejné diferencidlni rovnice pro W:

A — WU,
kterou fesi .
W(xs) = 5Ax§ + Bx3 + C.

Nezndmé konstanty B a C uréime snadno z okrajovych no-slip podminek v bodech x3 = R a x3 = —R, ;.
zrovnic W(R) =0aW(-R)=0: B=0aC = -1AR?.
Analytické feseni rychlosti proudéni mezi dvéma rovnobéZnymi deskami je tedy
Put_Pin z_Rz)‘

Vv X2, —_ou "
1(x1, X2, X3) 2l (x3

4.5.2 V trubce s kruhovym pruiezem

Pfi laminarnim proudéni v trubce o délce L s kruhovym prifezem o poloméru R pfedpokladame, Ze
je teSeni symetrické podle osy trubky (vdlce) a zdvisi pouze na vzdélenosti od této osy, tj. na poloméru
r. Osou trubky je osa xj. PouZijeme vélcovou transformaci proménnych, kde v proménnych x; a x3
pfejdeme k polarnim soufadnicim vztahy

Xy = rcos g,
X3 = rsineg,

kde r > 0 a ¢ € (—m, 7). Laplacetv diferencidlni operdtor A v rovnici (4.75) prejde ve valcovych
soufadnicich do tvaru
A # 18 18 &

+——+tSs—+—. 4.77
a2 ror rrog?  4x @.77)

Celkem za predpokladu vySe zminéné nezavislosti feSeni na uhlu ¢ plati Vi(x1,r,¢) = W(r) pro
libovolna x; a ¢. Rovnici (4.74) 1ze pfepsat do tvaru obycejné diferencialni rovnice druhého fadu

1
A=-W+W"
r
pro r € (0,R). Jedna se o linearni diferencialni rovnici 1. fddu pro W’, kterou lze fesit napf. metodou
integracniho faktoru, ¢imz dostaneme

1 1
W'(r) = EAI" + ;B, (478)

kde neznamou integracni konstantu B ur¢ime pomoci okrajové podminky na funkci W’. Protoze vSak
Zadnou takovou podminku zatim nemame, musime si pomoci predpokladem, Ze vysledny rychlostni
profil musi mit maximum na ose vélce, tj, v bodé r = 0. Z osové symetrie tlohy a diferencovatelnosti
funkce W’ plyne
lim W'(r) = 0. 4.79)
r—07*
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Aby podminka (4.79) byla splnéna, musi B = 0 v (4.78), ¢imZ dostdvame

W'(r) = %Ar. (4.80)

Integraci rovnice (4.80) a pouzitim no-slip okrajové podminky W(R) = 0 dostaneme analytické feSeni
1
W(r) = ZAG = RY),
tj. v pivodnich soutadnicich
Pin - Pout 2 2 2
4’u—L (R - .X2 - X3) .
Pro celkovy objemovy tok Q (stejny pro kazdé x; € [0, L]) plati

Vi(xt, x2,x3) =

P, — P
Q= Vi(x1, X, x3)d(xa, x3) = S —in " Tout pa.
x%+x§SR2 { uL

V nésledujicich ¢astech uvedeme vzdy nejprve analytické feSeni s celkovym objemovym tokem, a
poté dokdZeme, Ze feSeni spliiuje rovnici (4.75) a nulové okrajové podminky na hranici.

4.5.3 YV trubce s eliptickym prurezem

Analytické feSeni staciondrniho nestlacitelného newtonovského lamindrniho proudéni v trubce o
délce L, pro kterou je osa xj osou trubky, a s eliptickym prifezem o délkach hlavni a vedlejsi polo-
osyaabje

2
Pin — Poys a2b2 x% X3
Vilx1, x2,x3) = -=-= 4.81
1(x1, X2, X3) WL 2D o (4.81)
s celkovym tokem
Q— ﬂ-Pin_P()ut a3b3
4 ul @2+ b2

Z tvaru analytického profilu je ziejmé, Ze u stény trubky (o rovnici x% Ja® + x% /b*> = 1) je rychlost V;
nulov4. Déle se lze snadno ptesveédcit, Ze (4.81) spliuje (4.75).

4.5.4 V trubce s obdélnikovym pruiezem

Analytické feSeni staciondrniho nestlacitelného newtonovského lamindrniho proudéni v trubce o
délce L, pro kterou je osa x; osou trubky, a s obdélnikovym prufezem o délkach stran 2a (podél osy
Xx2) a 2b (podél osy x3) je

i+ Drxy
2a

Piy — Poy 1662 3 (1) cosh [(21' + D32
Vi(x1, x2,x3) = cos

uL md Q20+ 1) cosh [(21' + l)n%]

] (4.82)

s celkovym tokem

0- Pin = Pow 4ba’ [ 192a+2.° U o @ Db
uL 3 b — (2i+ 1)% 2a
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K odvozeni analytického feSeni (4.82) se pouZije metoda feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic po-
moci Fourierovych fad. Pfedpokladdme nulové okrajové podminky podél stén kandlu, tj. Yx; € [0, L] a
Vx3 € [-b, b]

Vi(x1, ta,x3) =0, (4.83)

aVx; €[0,L]aVx; € [—a,a]

Vi (xLX2, ib) =0. (4.84)
Reseni (4.75) hleddme ve tvaru Fourierovy fady

+00

Vican, 2,0 = - antxs) cos | 52, (4.85)
n=1 a

nebot predpoklddané feSeni bude symetrické vzhledem k ose x; (i ose x3), tj, bude sudou funkci vzhledem

k x; (i x3). Zaroven splnime nulové okrajové podminky (4.83) pro x = +a. Podle tvaru Fourierova roz-

voje (4.85) je patrné, Ze se jednd o rozvoj funkce na intervalu délky 4a, tj. uvaZzujeme interval [-2a, 2a].

Dosazenim (4.85) do (4.75) dostaneme

+00

Z( [(5) =

n=1

nn? TNX)

2a

=A, (4.86)

an(x3)) cos

pro x; € (—a,a) a x3 € (=b, b).
Konstantu na pravé strané (4.86) miiZeme interpretovat jako funkci

) I, x; €(-a,a),
X)) =
2700, inak,

kterou rozvineme do Fourierovy fady na intervalu (-2a, 2a)

7 (4.87)

(2i + Drxo ]

Odectenim % z pravé strany a vyndsobenim 2 rovnice (4.87) 1ze podle véty o konvergenci Fourierovy
fady psat rovnost

43 (-1 (2i + Drxy
1=- , 4.88
42i+1° | 2a (458)
kterd ovSem plati pouze pro x; € (—a, a).
Rovnici (4.86) 1ze prepsat do tvaru
- /( , Zn? nx;
O (a0 = Z et = B oos | ] -0, (4.89)
n=1

kde
4A ' _9;
B, = =D, n= 21.+ 1,
0, n=2i.
Aby byla rovnice (4.89) splnénd pro vSechna x; € (—a,a) a x3 € (=b,b), sta¢i pro kazdé n € N vyiesit
obycejnou diferencidlni rovnici 2. fadu, aby
2,2

12 ——5 an(x3) = (4.90)

ay, (x3) —

48



4.5. Analytickd feSeni vybranych dloh laminarniho proudéni newtonovské tekutiny

s okrajovymi podminkami
an(£b) =0, (4.91)

které plynou z (4.84) a tvaru hledaného feseni (4.85).

Rovnice (4.90) je oby&ejnou diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty. ReSeni homogenni rov-
nice (tj. rovnice (4.90) s nulovou pravou stranou), které ozna¢me a, j, najdeme pomoci feSeni charakte-
ristické rovnice (pro r)

2.2
2T
4q?
ve tvaru
ann(x3) = Cy exp (’ﬂm) + Crexp (—@m). (4.92)
’ 2a 2a

JelikoZ ofekdvame symetrické feSeni podle osy x3, je vyhodné (4.92) ptepsat jako
a,n(x3) = Ky sinh (@Xj,) + K, cosh (@.XS) . (4.93)
’ 2a 2a

JelikozZ je pravd strana (4.90) konstantni, 1ze pfedpoklddat konstantni partikuldrni feseni a,, ;, a dosta-

neme
4q®

——B,.
m2n?

an,p(x3) ==

Celkem méme feSeni a, = a,, + a,, ve tvaru

4q? . m m
a,(x3) = ———=B, + Kj sinh| —x3 | + K> cosh{ —x3
m2n? 2a 2a

a zbyva urcit konstanty Kja K,z okrajovych podminek (4.91):

Ki=0

4a® 1

n_o.2 :
nen cosh(’zr—Zx3)

K, =
Dosazenim tvaru a, do Fourierova rozvoje (4.85) dostaneme (4.82).

4.5.5 YV trubce s prufezem tvaru rovnostranného trojihelniku

Analytické feSeni staciondrniho nestlacitelného newtonovského lamindrniho proudéni v trubce o
délce L poloZenou soubézné s osou x; a s prifezem tvaru rovnostranného trojihelnika o délce stran

a (konvexni obal bodi [0, 0],[-7, ga], (5 ga] v roviné (xy, x3)) je

Vi(x1, x2,x3) = (4.94)

oo 8- ) 33 - 9)

UL 6a 2R

s celkovym tokem

Q_Pin_Pout \/§a4
ouL 320

Z tvaru (4.94) 1ze snadno ukdazat, Ze u stény trubky je rychlost V| nulova a Ze profil splituje (4.75).
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4.5.6 V trubce s prurezem tvaru kruhové vysece

Analytické feSeni staciondrniho nestlacitelného newtonovského lamindrniho proudéni v trubce o
délce L poloZenou soubézné s osou x| a s prufezem tvaru kruhové vyseCe o poloméru R a dhlu « s
pocitkem v bod€ x, = 0, x3 = 0, poldrni poloosou v kladném sméru osy x, a pfedpisem

{(r, ©):re(O,R)Agpe (—%, %)}

je Vi(x1, x2, x3) = W(r,¢), kde x, = rcospaxz =rsing a

0 ; Qi+1)r .
Wir,g) = L= Pou r2(1 - C0529")_ I6R%” X O (S COS((21+ 1)7r90)
AL cos a i (@i 1) - 42) R p
(4.95)
a s celkovym tokem
0= Pi, — Py |tan(a) —a  32R* i‘j 1
4ul 4 w0 Qi+ )2 (@i 12 -4 ]

Z tvaru (4.95) nejprve ukdZeme, Ze u stény trubky (r = R nebo ¢ = %) je rychlost V| nulova. Pro
¢ = =3 je rovnou vidét, ze W(r, £5) = 0. Pro r = R to lehce vidét neni, protoZe musime ovéfit platnost

cos2p 1602 (-1)i*! Qi + D
- - 3 Z } . 402 QD] =0. (4.96)
cosa 20+ 1)(@i+1)? -4 @

Nejrychlejsi zptisob ovéfeni vztahu (4.96) je ho dvakrat zderivovat podle ¢ a dosadit vysledny vztah pro

Cf;ff do ptivodni rovnice (4.96), ¢imz dostaneme
43 (-1 2i+1
== (. )cos(l )7r<p]’
m 2i+1 a

coZ je vztah (4.88) proa = 3.
Pomoci derivaci (4.95) podle r a ¢ zbyva ovérit, Ze profil splituje (4.75) s operatorem v cylindrickych
soufadnicich (4.77).

4.6 Nenewtonovské tekutiny

V ¢&ésti 4.2.2 byl zaveden pojem newtonovské tekutiny, kterd je definovédna tak, Ze sloZky dyna-
mického tenzoru napéti Tp zdvisi linedrné na prostorovych derivacich rychlosti vztahy (4.36) a (4.37).
Vsechny ostatni tekutiny nazyvame nenewtonovskymi, tj. takovymi, pro které je Tp obecné nelinedrn{
funkce stavovych velicin.

4.6.1 Zjednoduseny model pro interpretaci nenewtonovskych tekutin

Pro zkouméni (ne)newtonovského chovéni tekutiny lze pouZzit napiiklad rotacni viskozimetr (viz
obrazek 4.8) , ktery se sklada ze dvou do sebe vnorenych soustfednych valcili, mezi kterymi je prostor
o tloustce 6 vyplnény zkoumanou tekutinou. Vnitini vélec (stator) je pevny, vné&jsi (rotujici nddoba,
rotor) se miiZe oti¢et okolo své osy thlovou rychlosti w [rad s~'], pfi¢em# predpokldddme laminarni
(rychlost otaCeni je mald), nestlaCitelné proudéni bez gravitace. Rotor nechi ma vnitini polomér r a
pfedpokladejme, Ze r > ¢, aby byl minimalizovany vliv zakfiveni mezivalcového prostoru. Za téchto
predpokladi 1ze mezivalcovy prostor povazovat za prostor mezi dvéma nekone¢né dlouhymi deskami.
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) €«——— torzni pruzina

<—— (iselnik

stator
rotor

=
Q'

Vi(x2)

x|

NANNNNNNNNNNNSNNSDSD”S”S”S”S”S”S,

§\_‘

Obrazek 4.8: Jednoduchy rotacni viskozimetr s rotujici nidobou a statickym vnitinim valcem. Vpravo je
zobrazen primét zafizeni do roviny x;, xo s naznacenym linedrnim profilem velikosti rychlosti tekutiny
strhavané rotaci vnéjsiho vélce.

Nechi je osa x; te¢na k plasti statoru, pfic¢emz kladny smér je ve sméru rotace rotoru. Osa x, je
poloZena v radidlnim sméru a je orientovdna smérem ven, viz obrdzek 4.8 vpravo. Tteti osu v tomto
modelu neuvazujeme, zanedbavame gravitaci. St€na rotoru se nachdzi na souradnici x, = 6 a pohybuje
se uhlovou rychlosti w. Diky vazkosti tekutiny s sebou strhdva jednotlivé vrstvy tekutiny, ¢imZ vznikne
laminarni proudéni mezi valci. Poznamenejme, Ze pro nevazkou (idedlni) tekutinu by tekutina mezi valci
zstala v klidu nezavisle na otaCeni vnéjsiho valce.

Rychlost proudéni tekutiny mezi vélci ma nenulovou slozku pouze ve sméru otaceni valce (tj. ve
sméru osy x;) a za vySe uvedenych predpokladi je tato rychlost linedrni funkci od x;:

wr
Vi(xy, x2, x3) = 3

nebot AVy =0, Vi(x1,0,x3) = 0 a Vi(x1,0, x3) = wr. JelikoZ tento profil vznikd vyhradné diky tient (tj.

disipaci energie otaceni do tekutiny, ¢imz dochazi k jejimu ohfivani) jednotlivych vrstev tekutiny o sebe,

Ize pro tuto tilohu zavést smykové tfeni (téZ smykové napéti) 7 [kg m~! s72] jako

T=—,
A
kde F [kg m s72] je sila pisobici na plochu A [m?] mezi vrstvami. Poznamenejme, Ze se jednd o
jednoduchy smyk, viz ¢ast 5.8.5.
Oznacime-li ¢ tihlem otoceni rotoru, lze zavést smykovou deformaci y vztahem

_r
Y=

Pro popis (ne)newtonovského chovani je potom hlavnim vychodiskem smykovéa rychlost (shear rate,
nebo rate of shear strain) y [s~'], v tomto piipadé definovana jako

rw _ 5V1

y:?_axz'
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V obecném piipadé se ¢ zavadi pomoci Frobeniovy maticové normy tenzoru rychlosti deformace D
1
2

’

3
7= V2IID|F = \5(2 D?,
ij=1

kde
1({oV; 0V,
Dl’, i=5la -—.
2 \ox j 5)Cl‘
Newtonovské tekutiny spliiuji v geometrii uvazované tlohy Newtoniv zakon ve tvaru
. vy
T=HY =H5

X2

kde u je jiz diive definovany dynamicky koeficient vazkosti.
Jak jiz bylo feceno, v pfipadé nenewtonovskych tekutin je T obecnou funkci, napt. 7 = 7(y), T =
7(y,¥), T = 7 (y, ¥, historie vyvoje systému) apod.

4.6.2 Zobecnéné newtonovské tekutiny a mocninny model

VétSinu z nenewtonovskych tekutin lze pak zatadit mezi tzv. zobecnéné newtonovské tekutiny, pro
které se zavadi zdanliva viskozita n tak, aby spliiovaly

T =1y,

tj. n = 7/7y, pficemz n je obecné nelinearni funkce stavovych veli¢in. Existuje celd fada empiricky odvo-
zenych modeld 7 pro rizné nenewtonovské tekutiny, napf. mocninny model (Ostwald-de Waele), Cas-
sondv model, Carreadv-Yassudiiv model, Ludv-Kungiv model, Quemadtv model a dalsi.

V této kapitolce si predstavime mocninny model (power law model), ktery uvazuje zdanlivou visko-
zitu 7 = n(y), a to ve tvaru

) = Ky,

kde K > 0 an > 0 jsou empiricky zjiSténé parametry pro jednotlivé tekutiny. Podle hodnoty n 1ze v tomto
modelu rozdélit tekutiny takto:

e n < 1: pseudoplastické tekutiny (shear-thining), coz jsou tekutiny, jejichZ chovani nezavisi
na Case a které maji nizkou (zdanlivou) viskozitu pro velké napéti (tj. silu, kterou na tekutinu
pasobime), piikladem takovych tekutin je kukufiény sirup, gel na vlasy, keCup, Slehacka, krev,
natiraci barva apod.,

e 1 = 1: newtonovské tekutiny (voda, vzduch apod.)

e n > 1: dilatantni tekutiny (shear-thickening), coZ jsou tekutiny, které pfi pisobeni napéti zvysuji
zdanlivou viskozitu, piikladem je roztok Skrobu a vody, inteligentni plastelina (Silly putty) apod.,

viz obrazek 4.9.

4.6.3 Dalsi skupiny nenewtonovskych tekutin

Dile 1ze nenewtonovské tekutiny délit takto:
o (isté elastické: 7 = 7(y) = Gy, kde G je modul pruznosti ve smyku,

o viskoelastické: T = 7(y,¥), pfi pisobeni sily teCou, ale udrzuji si tvar a po skonCeni ptisobeni se
Caste¢né vrati do pivodniho tvaru,
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4.6. Nenewtonovské tekutiny

it [Pa]

&t

¢ napé

2

Smykov

Smykovd rychlost ¥ [s™']

Obrazek 4.9: Klasifikace nenewtonovskych tekutin.

e binghamské: pro nizké napéti se chova jako pevné téleso, pro vysoké teCe (napt. majonéza).
Nenewtonovské chovani lze pozorovat i v Case, pficemz rozliSujeme chovéni:
e tixotropni: s dobou plisobeni napéti viskozita klesa (napf. laky, natérova hmota),

e reopexni: s dobou pusobeni napéti viskozita roste (napf. inkoust, sadra).
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5. Zaklady teorie deformace

V této kapitole se budeme zabyvat obecnou teorii deformace kontinua a vysledkem bude zavedeni
zdkladnich tenzord deformace a piiklady jejich pouziti pfi popisu evoluce materidlového télesa. V ka-
pitole 3 jsme zavedli materidlovy (referencni) a prostorovy (aktualni) popis materidlového bodu v Case
pfi¢emzZ Jacobiho tenzor pfechodu mezi soufadnicemi X a x jsme nazyvali téZ jako deformacni gradient
F.

Obecnou deformaci kontinua popiSeme zkoumanim evoluce dvou materidlovych bodi P a Q, které
maji v materidlovém popisu soufadnice P a Q, pficemZ nas bude z pohledu infiniteziméalniho popisu
kontinua zajimat pfedevs§im takovy bod Q, ktery leZi nekonecné blizko bodu Q tak, Ze vektor vzajemné
polohy PQ = Q — P je nekonecné maly co do velikosti - takovy vektor budeme oznacovat symbolem d P.

5.1 Vektor c;

Nejprve se zaméfime na popis neinfinitezimdlni, kde vektor vzdjemné polohy mé nenulovou velikost
a pro jednoduchost zapisu ho v materidlovém popisu oznaéme symbolem A (po sloZkach A = Zi: 1 Arer),
tj. plati Q@ = P + A. Vlivem deformace materidlového télesa dojde ke zméné vzdjemné polohy bodi P a
Q, které jsou v prostorovych soutfadnicich vyjadieny vektory x(¢, P) a x(¢, P + A). V prostorovém popisu
oznac¢me vzajemny polohovy vektor symbolem 6 = 6(¢, P, A) = 213(:1 ox(t, P, Aey tak, Ze

6, P,A) =x(t,P+A)—x(t, P). 5.1

Podle véty o stiedni hodnoté aplikovanou v R? plati, Ze pro kazdou slozku k € 3 existuji &isla ay € [0, 1]
takovad, Ze lze rovnici (5.1) pfepsat po sloZkédch do tvaru

3
8(t,P,A) = Zak(z, P, Ae;

= Z (x%(t, P+ A) = (1, P)) e

wll

(axk t,P+ akA))

k=1

w1l

(Vxi(t, P+ axA) - A) e (5.2)

3
[ZTW P+ aA)A j}ek

]:

3
[Z 0% (1 P 4 a/kA)ek}
k=1

c](t P,A)A,
=1

1]
=~ =~
w |l w |l
—_ —_

j=1

w I

K‘

kde koeficient @ udavd pozici né€jakého bodu na spojnici bodi P a P+ A a k-td slozka vektoru ¢ (t, P, A)
je definovéna jako

(ci(t, P,A) = ﬁ(t P + aiA). 5.3)
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5. ZAKLADY TEORIE DEFORMACE

Pti zkoumani deformace infinitezim4ln€ malé zmény polohy materidlového bodu P pak poloZime A =
dP a6 = dp. Za predpokadu, zZe vektory vzajemné polohy dP a dp maji nekonecné malou velikost, nelze
rozliit polohu bodt P a P + a;dP v pfedchozich rovnicich. Proto rovnice (5.2) ma v infinitezimalnim
vyjadreni tvar

3
dp(t, P,dP) = ) ¢;(t, P)P}, (5.4)

Jj=1

kde s vyuzitim rovnice (5.3) je vektor ¢ (t, P) = ¢(t, P,0), tj. po slozkich

0
(et P) = aix’;(t, P, (5.5)

odkud je patrné, Ze vektor ¢ oznaCuje j-ty sloupec deformacniho gradientu F.

5.2 Vektor C;

Analogicky muZzeme odvodit vztah mezi prostorovymi a materidlovymi soufadnicemi studiem dvou
pevnych prostorovych bodt p a g, které maji prostorové soufadnice p a ¢. Vektor vziajemné polohy
oznacme stejné jako v pfedchozim odstavci symbolem 9, tj. ¢ = p + 8. Oba body v materidlovém popisu
maji soufadnice X(z, p), resp. X(¢, p + 8) a proto pro vyjadieni jejich vzdjmné polohy A v materidlové
konfiguraci plati

A(I’P, 6) = X(I’P + 6) - X(t’ P)a

kde obdobné jako v rovnici (5.2) aplikujeme vétu o stfedni hodnoté pro kazdou slozku vektoru A s
nasledujicim vysledkem

3
At,p,6) = Z(
J=1\k

X, 3
e P ﬁk6>ek] 5= Y Cjt.p.6)5;. (5.6)

3
=1 j=1

kde B € [0, 1] pro kazdou slozku k € 3. Slozky vektoru C i(t, p, 6) jsou pro vSechny indexy j, k € 3 dany
vztahem

0X,
(C)(t, p.8) = a—x’fa,p + Bi6). (5.7)
J

Pro zépis infinitezimaln€ malé zmény polohy poloZme § = dpa A = dP, pfiCemZ opét pfedpokladdme,
Ze poloha bodl p a p + Brdp splyva pro vSechna B; € [0, 1]. Proto rovnice (5.6) ma v infinitezimalnim
vyjadfeni tvar

3
dP(t, p.dp) = )" Cj(t,p)dp;, (5.8)
J=1

kde s vyuzitim rovnice (5.7) je vektor C;(t, p) = C(t, p,0), tj. po slozkiach

0X

(C(t, p) = an(” D). (5.9)

Je patrné, Ze vektor C; oznaCuje j-ty sloupec inverzniho deformacniho gradientu Fl.
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5.3. Greeniv a Cauchyho tenzor deformace

5.3 Greenuv a Cauchyho tenzor deformace

Vychozim nastrojem pro popis deformace kontinua je popsani vztahu mezi kvadraty eukleidovské
normy infinitizimalnich vektort dP a dp, které budeme zna&it (skaldrnimi) symboly dP? a dp? a definu-
jeme

3
dP*> =|dP|? =dP -dP =dP"dP = Zdzﬂ,
k=l (5.10)

dp? = |dpl? =dp-dp=dp'dp= ) dp}.
k=1

Pomoci vztahu mezi infinitezimalnimi vektory (5.4) lze z (5.10) vyjadfit dp? pomoci materidlovych
soufadnic polohového vektoru P a vektoru dP jako

3 3 3 3
dp* = dp’dp = Z Z ¢it, P) ¢j(1, PYAP:dP; = Z Z ¢, (1, PYAPidP;, .11
i=1 j=1 i=1 j=1
kde
> axk an 33
_ F..F. 6
C C ; . aX 8X ; ;1 kX £,jOk,t

jsou slozky tenzoru c, ktery se nazyva Greeniiv tenzor deformace, a plati pro néj defini¢ni vztah
c=F'F.

Poznamenejme, Ze symbol 6; ; oznaCuje Kroneckerovo delta, tj. 6; ; = 1 pro i = j, jinak ¢; ; = 0.
Analogicky lze odvodit ze vztahii (5.8) a (5.10) vyjadfeni dP?> pomoci prostorovych soufadnic polo-
hového vektoru p a vektoru dp rovnici

3 3 3 3
dP? =dP'dP = " " Cit,p) Cjt, pYdpidp; = D > Cij(t, p)dpidp;, (5.12)
i=1 j=1 i=1 j=1
kde
o o = 0% 0x) v =1 =1 o

jsou slozky tenzoru C, ktery se nazyva Cauchyho tenzor deformace, a plati pro néj defini¢ni vztah
T
C=F'F"'

Poznamenejme, Ze oba tenzory deformace jsou symetrické, ale jsou kazdy svdzdn s jinymi soufadnicemi;
¢ = c(t, P) s materidlovym bodem P, kdezto C = C(t, p) s prostorovymi soufadnicemi bodu p a proto
mezi tenzory ¢ a C neexistuje piimy transformacéni vztah obvykly pfi zdméné souradnic (vice informaci
o této problematice viz footnote cite Marsik strana 42).

Ze symetrie deformacnich tenzort plyne, 7e zdpis zmény kvadrith dp?, resp. dP? je kvadratickd
funkce

dp® = dp"dp = dPTcdP,

resp.
dP? = dPTdP = dp” Cdp.

Budeme-li zkoumat kulovou plochu materidlového télesa dP> = R? okolo materidlového bodu P v
aktudlnich soufadnicich, ziskdme Cauchyho kvadriku, nebo téZ materidlovou deformacni kvadriku

dP?* =dPTdP = dp" Cdp = R?,
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5. ZAKLADY TEORIE DEFORMACE

ktera obsahuje takové body v prostorovém popisu, které odpovidaji polohdm materidlovych bodd, které
byly v materidlové konfiguraci na kulové plose.
Analogicky lze definovat prostorovou deformacni kvadriku

dp® = dp"dp = dPTedP = 1,

ktera obsahuje polohy téch bodi, které se budou v aktudlni konfiguraci nachdzet na kulové plose se
sttedem v bod¢ p a polomérem r.

5.4 Eulerav a Lagrangeuv tenzor deformace

Tenzory deformace zavedené v pfedchozim odstavci umoZiiuji vyjadfit miru lokdlni deformace kon-
tinua, kterou vyjadiuje rozdil mezi velikosti inifinitezimalnich vzdjemnych vektort

3

3 3
dp? — dP? = kZ_; ; 2 (dPdP; = 2 ; 2E (dpidpy, (5.13)

M

kde tenzor e = e(t, P), definovén pro viechny indexy k, £ € 3 vztahem
2ep (1, P) = ¢ie(t, P) — 6k,
se nazyva Lagrangeiiv deformacni tenzor a v tenzorovém zdapisu plati
2e=c—-L (5.14)
Tenzor E = E(t, p), definovan pro viechny indexy k, £ € 3 vztahem
2Ey(t, p) = Oke — Cre(t, p),
se nazyva Euleriiv deformacni tenzor a v tenzorovém zapisu plati
2E=1-C. (5.15)

Ly . < 12 . . . . T —
Je patrné, 7e oba tenzory jsou symetrické a pomoci vyndsobeni rovnice (5.14) tenzory F~1" zleva a F~1
zprava, resp. (5.15) tenzory F'zleva a F zprava, lze odvodit transformaéni vztahy v tenzorovém popisu

E =F1eF !,
resp.

e =FT’FEF.

5.5 Vektor posunuti

Lagrangedv a Eulertv tenzor deformace lze téZ vyjadfit pomoci vektoru posunuti # (v prostorovém

popisu)
3

u=ut,X)=xt,X)-x0,X)=xt,X)-X = Z(xk(t, X) — Xi)eg,
k=1
a plati
X =x(tX)—u(t,X), (5.16)

resp. U (v materidlovém popisu jako funkce od prostorového bodu x)
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5.6. Rozklad deformace

U=U(tx) =u(t,X(tx)),
asvyuzitim x(¢, X) = X + u(t, X), X = X(¢,x) a x(t, X) = x plati
x=X(x)+U{,x). (5.17)
Vektor ¢ definovany rovnici (5.5) lze s vyuZitim (5.16) vyjadfit jako

Oxy, 0 Ouy
Wt X) = —(1,X) = — (X, X)) =6+ —X
(cj)k(t$ ) (9X](t’ ) GX] ( k + uk(ta )) 61{,] + aXJ(ta )’

resp. C; definovany rovnici (5.9) lze s pomoci (5.17) napsat jako

0Xy 0 Uy
—(tx)= — -
axj 0xj axj

Slozky Lagrangeova deformacéniho tenzoru e Ize proto postupné piepsat do tvaru

(Cpi(t, x) = (xx — Ur(t, %)) = 0p,j — (, x).

3
ou ou

Dere = e —S1e = €l er—S1e = > (Omk + o) (G + 2o )~ 5

€t = Crt = Okt = €} Cr — Okg Z( mk axk)( mt 5Xf) b

m=1

a po dpravé sumy na pravé strané

Ouy  Ouy 3 ou,, Ouy,

ey, = L 4 Tk —mZzm 5.18
Cht oX, 0Xy — 0Xy 0Xy ( )
Analogicky lze odvodit vyjadieni sloZzek Eulerova deformacniho tenzoru E; ¢
3
oU, 09Uy oU,, U,
2Bk = —+ ——— -— 5.19
kit Oxy. Oxy Z ox; Oxg ( )

m=1

Rikdme, Ze pohyb télesa je ruhy, pokud dp?* = dP?, tj. pokud dp® — dP?> = 0. Z rovnice (5.13) je
ziejmé, ze tuhy pohyb télesa (tj. Cista translace a/nebo rotace télesa) nastava, jen kdyz e = 0, resp. E = 0.

5.6 Rozklad deformace

Deformaci (kfivkového) elementu dP kontinua Ize vzdy rozlozit na tii nezavislé procesy: posunuti
(translaci), otoCeni (rotaci) a dilataci (kontrakci). Podle véty o polarnim rozkladu lze kaZdou nesingularni
matici (linedrni tenzor), a tedy i tenzor F, rozloZit na soucin

F = RU = VR,

kde R je ortogondlni tenzor rotace a tenzory U, resp. V jsou pozitivné definitni tenzory, které se nazyvaji
pravy, resp. levy tenzor protaZeni (anlg. stretching) a popisuji ¢istou kompresi ¢i expanzi elementu ob-
jemu (protaZenti, angl. stretching) po, resp. pred rotaci.

Pro Greendv tenzor deformace plati

¢ =F'F = (RU)'RU = UTRTRU = U'U = U?,

a tudiz je zfejmé, Ze Greenlv deformacni tenzor nezavisi na rotaci. Analogicky lze Cauchyho tenzor
deformace vyjadrit jako

C=F!'F!=wR TR =v 'R 'R V! =v1Ty1= vy

Vlastni vektory Greenova tenzoru deformace urcuji hlavni sméry deformace kontinua.
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5. ZAKLADY TEORIE DEFORMACE

5.7 Tenzory malych deformaci a rotaci

Pti popisu deformace materidlového télesa se s vyuzitim (5.11) zavadi pojem prodlouZeni A,, které
je definované jako podil velikosti vektori dp a dP

kde dp = ||/dp|l a dP = ||dP|| a ¢ je normalizovany (jednotkovy) vektor ve sméru dp, tj. dp = «dp.
Analogicky se dd pojem prodlouzeni zavést i v materidlovém popisu.
Relativni prodlouZeni rel, je potom

Pokud bude dsecka dp poloZena napf. v bazickém sméru e, bude 1., = /€11 = +2e;1+ 1 arel, =
v2e;1 +1 — 1. Pro hodnoty e;; v okoli O lze rel,, aproximovat (pomoci Taylorova rozvoje funkce

f(x) = V1 + x) jako rel,, ~ ej;. Diagondlni Cleny Lagrangeova, (resp. Eulerova) tenzoru deformace
tedy v geometrické interpretaci vyjadiuji velikost relativniho prodlouZeni za predpokladu tzv. malych
deformacit.

5.7.1 Tenzory malych deformaci

Obecné lze za predpokladu malych deformaci

Jue
0Xj

linearizovat Langrangetv tenzor deformace e tak, Ze jej aproximujeme pomoci Taylorova rozvoje do

tvaru L3 3
Uk ue A
O L 5.20
Cht 2 (6X[ an) Cht ( )

ktery se nazyva Lagrangeovym tenzorem malych deformaci €. Analogicky se zavede téZ Euleriiv tenzor
malych deformaci E:

<1

1(oU;, 0U; N
Eir~=[—+—| = E;ip. 5.21
ke 5 ( ox; o, ) k¢ (5.21)

Z obou defini¢nich vztaht je zfejmé, Ze tenzory malych deformaci jsou symetrické.

5.7.2 Tenzory malych rotaci

A

Spolecné s tenzory malych deformaci se t€Z zavadi (antisymetrické) tenzory malych rotaci f, resp. R
vztahy

£, = 1 Buk 8ug
ke = 2\0X, 0Xi ’
resp.
A 1({oU, 00U,
Rie=s\m7-751I-
2 8)65 Bxk
které aproximuji (linearizuji) tenzor rotace r, resp. R ve smyslu
r~I+Tt,
resp.
R~I+R

a popisuji pouze natoceni kontinua bez deformace jeho objemu.
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5.8. Priklady deformace

5.8 Priklady deformace

Vyznam jednotlivych tenzori deformace budeme v tomto odstavci ilustrovat na jednoduchych prikladech
deformaci. Pro jednoduchost nebudeme uvaZovat ¢asovou zavislot, pouze popiseme stav po deformaci
vzhledem ke stavu v materidlové konfiguraci.

5.8.1 Cist4 translace

Uvazujme libovolné materialové téleso, napf. jednotkovou krychli, jehoZ materidlové bod X je posu-
nut konstantnim vektorem posunuti P do pozice x v prostorovém popisu

x=X+P.

Je zfejmé, Ze deformacni gradient translace bude identicky tenzor F =T adidlec=C=Tae=E = 0.

5.8.2 Cist4 rotace

Uvazujme jednotkovou krychli v R3, ktera se oto¢ila okolo osy e3 o thel 9. Rotaci materidlového
bodu krychle X 1ze v prostorovych soutfadnicich popsat jako

x = RX,

kde
cos?? —sind O

R=]| sin? cosd O
0 0 1

kde R je matice (tenzor) rotace. Pfislusny deformacni gradient F = R a protoZe matice rotace R je
unitdrni matice, plati ¢ = FTF = RTR=1= Caprotoe = E = 0.
5.8.3 Cisté roztazeni

Uvazujme jednotkovou krychli v R3, kterd je roztazena (zkrdcena) ve viech bazickych smérech tak,
7e kazdy materidlovy bod krychle X mé v prostorovém popisu soufadnice

x1 = 44Xy,
X2 = A Xo,
x3 = 13X3,

kde A jsou kladné koeficienty, k € 3. Pro A; > 1 dochazi k prodlouZeni resp. pro A; < 1 dochazi ke
zkréceni krychle ve sméru osy e;. Deformacni gradient je ddn matici

A4 0 0
F=({ 0 A 0 |,
0 0 A3

odkud je zfejmé, Ze Cisla A jsou vlastnimi ¢isly tenzoru F. Polarni rozklad tenzoru F je

1 00 A4 0 0
F=RU=|0 1 0 0 4 0|,
0 01 0 0 13

tj. tenzor rotace je identita a tenzor protazeni U = F. Greeniv tenzor ¢ = F'F = U? = diag (12, /lg, /lg),
Cauchyho tenzor C = FUF1 = diag (/lfz, A 2, 3 %), Lagrangeiv tenzor 2e = ¢ — I = diag (/l% -1, /l% -

61



5. ZAKLADY TEORIE DEFORMACE

1, /lg — 1), EulerGv tenzor 2E = I - C = diag (1 — /11‘2, 1- A 21— /152). Zména infinitezimélniho objemu
(resp. celého objemu, protoZe F je v prostoru konstantni) je ddna

| det F| = |det J| = |detc|? = A, 45.
Dale vypocitame vektory posunuti

u=u(lt,x)=ulx)=xtX)—x0,X)=xt,X) - X =

A0 0 100 -1 0 0
=l o » o|-l0o1oO0]|lx=] 0 XH-1 0 |[X
0 0 A 00 1 0 0 -1

resp.
-1 0 0
U=U@tx)=ut,Xt,x)= 0 -1 0 |X(tx)=
0 0 A3-1
X1 -1
-1 0 0 h T 0
=l 0 -1 0 21=l o & 0 |x
0 0 n-1)lE 0 0 A
3 B e

pomoci nichz lze téZ spocitat Eulertiv, resp. Lagrangetv tenzor ze vztahu (5.18)

-1 0 0
1 1
== o 3-1 o |

3
1[% %_’_ Bumaum]

p— + —_———
210Xy  0Xy — 0X; 0Xy s 2 0 0 /% 1
resp. (5.19)
; -4 0
E = 1 6U5+8Uk_ZaUm0Um _1 : I—L
T2 0 Oxe Ox; Oxp 2 43
m=1 k,te3 0 0 1-4

Ukazme si, jak vypadaji tenzory malych deformaci definované vztahy (5.20):

~ |1 Ouy,  Oug _ h el ’ 0
2\0X, 0Xy k.te3 0 0 A3 -1
resp. (5.21): -1
A-1
. [1(oU, U, o 40—‘ X
X Xk ) fe e Al
€ 0 0 ==

Z grafi funkci %(x2 —1)ax-1,resp. % (1 - x—lz) al-— % (viz Obrazek 5.1) je patrné, jakym zpisobem
tenzory malych deformaci aproximuji Lagrangetv, resp. Greentv tenzor v okoli identity, tj. x = 1.

5.8.4 RoztazZeni s rotaci

UvaZujme deformaci jednotkové krychle popsanou pro materidlovy bod X v aktudlnim popisu vzta-
hem

X1 = X] - SXZ
xy = sX; + Xo,
x3 = X3,
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—_
no

(a2~ 1) —3(1- %)

8 v
|
—

—0.5

1

Obrazek 5.1: Porovnani graft funkci, které se nachdzeji na diagondle Lagrangeova tenzoru (Cervené),
resp. tenzoru malych deformaci (modfe).

kde s je redlné ¢islo. Deformacni gradient je roven

1 -s O
F=|s 1 0],
0 0 1
tudiz Greentiv deformacni tenzor je

1 s O 1 -5 O
C = FTF = -5 1 0 s 1 0 =
0O 01 0 0 1

K uréeni polarniho rozkladu F = RU vyuZijeme rovnosti ¢ = U? :

V1 + s2 0 0
F=RU=R 0 Vi+s2 0 |,
0 0 1

1+ 52 0 0
0 1+s* 0 [.
0 0 1

kde pravym ndsobenim inverzni matici k matici U dostaneme

-1
V1 + s2 0

0
F 0 1+s2 0 =R,
0 0 1
tj.
1 s 0\ 7= 0 0
-s 1 0 0 L_ 0 |=R,
1+52
0 0 1 0 0 1
odkud

0
0
1
Z pravothlého trojihelniku o strandch délky 1, s, a pfepony o délce V1 + s2 se dd snadno ukdzat, Ze

vyrazy v matici R je mozné napsat pomoci tihlu otoceni
1

cos v =
V1+s2
sin} = =
Vi+s2’
tan = s,
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tj.
cos?? sind O
R:[—sinﬁ cos OJ.
0 0 1

Jednd se tedy o deformaci, kterd se skldda z otoCeni o dhel ¥ okolo osy x3 a prodlouzenim v hlavnich
osdch deformace s koeficientem V1 + s2.

Lagrangetv deformac¢ni tenzor (mira lokélni deformace) je dan matici

2 0 0
2e=c-I=| 0 s 0],
0 0 0

vektor posunuti

u=uX)=xX)-X=

0 -5 O —sXp
N 0 0 |X= SX1 ,
0O 0 O 0

Lagrangeiv tenzor malych deformaci

ST 0 0 0

1 -s O
=ls 1 0.
k,t€3 0 0 1

Z porovnani tenzoru rotace R a tenzor malych rotaci I + f je patrné, Ze jejich zdména je mozna jen pro
velmi malé dhly @ € Hy, kdy plati sin® = ~ sacos?d = 1.

a tenzor malych rotaci

0Xe 0Xx

I+r=

1 (3uk 614[)
5](,5 + 5

5.8.5 Jednoduchy smyk

Jednoduchym smykem rozumime takovou deformaci jednotkové krychle v R3, jejiz materidlovy bod
X ma po deformaci prostorové souradnice

X1 = X1 +sXo
xy = Xo,
x3 = X3,

7 v

kde s je kladné redlné Cislo. Prislusny deformacni gradient F ma4 tvar

1 s O
F=10 1 0|,
0 01

a odpovidajici Greentiv tenzor deformace je

1 0 0Y(1 s O 1 s 0
c=FF=| s 1 0l0 1 0f|=|s 1+s* 0

00 1)JLO 0 1 o o0 1

= U2

Oproti predchozimu piikladu nelze snadno odvodit tvar tenzoru protaZeni U a proto vypocet polarniho
rozkladu tenzoru F provedeme pomoci porovnani spekter a vlastnich vektord tenzort ¢ a U. Oznacime-li
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Ay vlastni Cisla ¢, pak U bude mit vlastni ¢isla Ay, pfiCemz prislusné vlastni vektory (a tudiZ i orto-
gonalni matice pfechodu S z té€chto vektort sestavend) budou mit stejné. Vlastni ¢isla tenzoru ¢

52 §2 52
M=1+—=+sy1+—, b=14+—-5s4/1+—, AB3=1,
! 2 4 7 2 4 7
se daji snadno odmocnit, ¢imz dostaneme spektrum tenzoru U

2

\//l_—£+ 1+s—2 \//_l——£+ 1+ \//l_—l
) 4 ) 4’ T

Oznacime-li s = 2 tan ), 1ze spektrum tenzoru U zapsat jako

1 inJ 1-sin®

cos ¢ cos ¢
Po nalezeni vlastnich vektora tenzoru (TODO) ¢ ma ortogondlni matice prechodu S tvar

cos ¥ —cos
V2(1+sind) V2(1-sin )

0
S = \/l+52in79 \/1—s21m9 0

0 0 1

a proto muzeme kone¢né vypocitat tenzor protazeniU ze vztahu

cos?? sind O

U = Sdiag (VA1, V2, Y23)ST = | sing 1mic?
0 0 1

Nyni zbyva nalézt tenzor rotace R z polarniho rozkladu vyfesenim soustavy F = RU. Budeme postu-
povat stejné jako v pfedchozim piikladé, tj. rovnost F = RU zprava vyndsobime inverzi U~! k tenzoru
protaZzeniU,

in2 .
Lisind 9 0

1 cos 9
U =| —sin? cos?® O
0 0 1
¢imz dostaneme
cost sind? O
R=] —sin® cos? O
0 0 1

Je tedy patrné, Ze se jednoduchy smyk sklada z rotace s thlem — a dile z protazeni popsané tenzorem
U.

Protoze velikost determinantu tenzoru F je rovnd 1, nedochézi pfi jednoduchém smyku ke zméné
objemu.

5.8.6 Cisty smyk

Cistym smykem rozumime takovou deformaci jednotkové krychle v R?, jejiz materialovy bod X mé
po deformaci prostorové souradnice

x1 =X +sXp
Xy = SX1 + Xz,
x3 = X3,
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kde s je kladné redlné Cislo. PrisluSny deformacni gradient ma tvar

1 s O
F=|s 1 0],
0 0 1
Greenuv tenzor deformace
I s 0Y(1 s O l+s2 25 0
c=FF=|s 1 0|l s 1 0|=] 25 1+s* 0 |=U>%
00 1JlLo 01 0 0 1

Obdobné¢ jako v pfedchozim piikladé uré¢ime vlastni ¢isla tenzoru ¢
A=+s? b=0-9% =1,

resp. tenzoru protazeniU
\//1—1:1+s, \//I—ZZI—S, \//1_3:1-

Z prislusnych vlastnich vektord opét vytvoiime ortogondlni matici pfechodu S

0
01,
1

o Slg)-

pomoci které vypocitime tenzor protazeni

1 s O
U = Sdiag (A1, VA2, VA3)ST=| s 1 0 [=F.
00 1

Z definice polarniho rozkladu F = RU a identické rovnosti F = U plyne, Ze tenzor rotace je identita
a tudiZ pfi Cistém smyku nedochézi k rotaci, ale jen k roztaZeni materidlu ve sméru vlastnitho vek-
toru piislugnému k vlastnimu &islu +/A;, resp. ke zkrdceni ve sméru vlastniho vektoru piislusnému k
vlastnimu &islu /1,. Relativni zmé&na objemu ja pak

|det]| = |detF| = 1 — s°.
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