Otazky k pisemné casti zkousky z predmétu

01MAN Matematicka analyza 1

Pravidla

V kazdém pisemném testu se objevi pravé tri otazky z nasledujictho seznamu.

KaZzda otdzka bude obsahovat nejvySe 4 z dil¢ich tloh a), b), ¢) atd., pfipadné i méné (podle obtiz-
nosti).

Je-li v rdmci jedné dil¢i ulohy uvedeno vice moZnosti (ve smyslu A, resp. B, resp. C, ...), pak v
konkrétnim zadédni budou zpravidla pouze nékteré z téchto mozZnosti.

Konkrétni priklady mnozin, zobrazeni, posloupnosti, funkci atd. se mohou liSit od té€ch uvedenych
v tomto dokumentu, pfi zachovani drovné obtiZnosti.

Odpovéd’ na kazdou otdzku bude ohodnocena maximalné 5 body.

Zkousejici mize jiz béhem pisemné zkousky se studenty interagovat. O ¢asovém limitu pro vypraco-
vani feSeni rozhoduje zkousejici individudlné podle svého uvdzeni a podle reakci studenta.

Student postupuje k ustni ¢4sti zkousky, pokud z pisemného testu ziska alespon 8 bodu.

JestliZze student pisemny test vypracoval bezchybné a ziskal plny pocet bodd, sloZi zkousku nejhiife
se zndmkou E, bez ohledu na pribéh ustni ¢asti.

2.

3.

Relace a zobrazeni 1. Necht’ A, B jsou libovolné mnoziny

a) Definujte pojmy relace R mezi mnoZinami A, B a zobrazeni f z mnoZiny A do mnoZiny B.
b) Co je to defini¢ni obor zobrazeni f a obor hodnot zobrazeni f?

¢) Pomoci kvantifikatort zapiste, Ze zobrazeni f je injektivni (prosté).

d) Pomoci kvantifikatorti zapiste, Ze zobrazeni f je surjektivni (na mnoZinu B).

e) Necht M Cc A, N C B. Definujte f (M) a f~' (N).

f) Za jakych podminek existuje inverzni zobrazeni f~! a co je jeho defini¢nim oborem?
Relace a zobrazeni II. Necht' M, A, B jsou libovolné mnoziny

a) Definujte pojem relace R na mnoZiné M.

b) Pomoci kvantifikatorti napiste, co to znamena, Ze R je ekvivalence na M.
¢) Pomoci kvantifikatort napiste, co to znamend, Ze R je usporadani na M.
d) Kdy fikdme, Ze mnoZina A je ekvivalentni s mnoZinou B?

e) Naleznéte piiklad dvou ekvivalentnich mnoZin.
Spocetné a nespocetné mnoziny.

a) Kdy rekneme, Ze mnoZina A je spocetna?

b) Které z nasledujicich mnoZin jsou spocetné? A = {1,2,5}, B=NXxN, C = Q\{0}, D = (0, 1)



¢) Necht’ A je spocetnd a B je konec¢nd mnozina. Co lze fici o mnoZinich A U B, A N B, A\B?
4. MnoZina realnych ¢isel, supremum a infimum. Necht’ A C R.

a) Definujte dolni a horni zdvoru mnoZiny A.

b) Kdy fekneme, Ze xy € R je minimum, resp. maximum mnoZiny A?
¢) Definujte mnoZinu opa¢nou —A

d) CotojeA"aA,?

e) Jaké dva vyroky charakterizuji ¢islo 8 = sup A, resp. @ = inf A? ZapiSte je pomoci kvantifika-

toru.

f) Jaka vlastnost mnoziny redlnych Cisel zarucuje existenci sup A pro libovolnou A ¢ R?
5. Rozsifené mnoZiny realnych a komplexnich &isel R, C, okoli bodu.

a) Necht' x € R. Jaké nerovnosti plati mezi x a +c0, mezi x a —co?
b) Definujte e-okoli bodua e Rac € C.

¢) Definujte okoli bodli +co a —co v R, resp. co v C.

d) Necht a,b € R, a # b. Rozhodnéte, zda plati

Ve >0 (Ve >0)AxeR)(xe Hy(e1) Ax € Hy(&7)).
e) Necht a € R, £ > 0. Rozhodnéte, zda plati
a+ee€H,(g).
6. Ciselné posloupnosti.

a) Definujte pojem posloupnost redlnych ¢isel pomoci pojmu zobrazeni.
b) Kdy fekneme, Ze Ciselnd posloupnost (b,) je vybrand z posloupnosti (a,)?
¢) Rozhodnéte, zda je posloupnost b, = 2n*> — 1 vybran4 z posloupnosti a, = 2n — 1.

d) Zapiste pomoci kvantifikdtorti, Ze posloupnost redlnych Cisel (a,) je ostfe rostouci, resp. ostie
klesajici, resp. rostoucti, resp. klesajici, resp. monoténni, resp. ryze monotdnni, resp. omezena
zdola, resp. omezend shora, resp. omezena.

7. Limita ¢iselné posloupnosti I. Necht’ (a,) je posloupnost realnych Cisel

a) Zapiste pomoci kvantifikdtorti, co to znamen4, Ze

lim a, =a €R.

n—+oo

b) Zapiste pomoci kvantifikatord, co to znamend, Ze

lim a, = +co.

n—+oo

¢) Formulujte vétu o limit€ vybrané posloupnosti. Jak 1ze tuto vétu pouzit k ditkazu neexistence
limity posloupnosti (a,)?

d) Co to je posloupnost skorovybrand z posloupnosti (a,)?
e) Formulujte vétu o limité skorovybrané posloupnosti.

f) Co lze fici o limité monoténni posloupnosti? V jakém piipadé€ bude tato limita kone¢na?
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g) Dokazte, 7ze kdyZ lim, ;. |a,| = 0, tak 1 lim,,,,, a, = 0.

8. Limita ciselné posloupnosti II. Necht' (a,), (b,) jsou Ciselné posloupnosti, kde lim,_, . a, =
lim,_+00 b, = b, kde a, b € R.

a) Cemu se rovna

n—+oo —+00

lim (a, + by), tesp. lim (a, — by), resp. lim (ayb,), resp. lim (“—)‘7
n—+oo n—+oco n

a za jakych predpokladi?

b) Naleznéte posloupnosti (a,), (b,) tak, Ze vztah z predchoziho bodu nelze pouZit.

¢) Necht’ (VneN)(a, >0)akeN. Cemu se rovnd

lim {/a,?

n—+00

9. Limita ¢iselné posloupnosti I11.

a) Vyslovte vétu o limité seviené posloupnosti (sendvicovou vétu).
b) Vime, ze

lim n=1.
n—+oo

Necht’ a > 1 je pevné Cislo. Dokazte, Ze
lim ‘/a = 1.
n—+oo

10. Limita ¢iselné posloupnosti I'V.

a) Kdy rekneme, Ze posloupnost redlnych ¢isel (a,) je cauchyovska?
b) Vyslovte Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence ¢iselné posloupnosti.

11. Eulerovo dislo e.

a) Definujte Cislo e jako spolecnou limitu jistych dvou Ciselnych posloupnosti. Jaké vlastnosti
téchto posloupnosti jsou podstatné pro zavér, Ze maji limitu a Ze tato limita je konecnd?

b) Znidte ¢islo e alesponl s presnosti na 3 desetinnd mista? Pokud ne, formulujte vétu, kterd jej
umoziuje efektivné a s dostateCnou presnosti vypocitat.

¢) Necht (a,) je kladnd a (b,) redlnd ¢iselna posloupnost. Necht’ limity téchto posloupnosti jsou a,
resp. b. Cemu se rovna

. bn
lim a,

n—+oo

a proc?
12. Limes superior a limes inferior realné posloupnosti.

a) Definujte pojem hromadnd hodnota posloupnosti redlnych cisel (a,,).

b) Jaky je nejmensi pocet hromadnych hodnot, které muzZe redlnd posloupnost mit?
¢) Definujte pojem lim sup a,,, resp. liminf a,,.

d) Vyslovte vétu, ktera diskutuje pripad, kdy lim sup a, = liminf a,,.

e) Necht plati limsupa, = —oc0. Co lze fici o limité posloupnosti a,,?
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f) Napiste pomoci kvantifikatorli, Ze dvé posloupnosti vybrané z (a,) ,,pokryvaji* celou ptivodni
posloupnost (a,). Jaky zavér Ize ucinit, pokud obé tyto posloupnosti maji stejnou limitu?

13. Stolzova véta a Cauchyuv vzorec. Necht' (a,), (b,) jsou posloupnosti redlnych ¢&isel.

a) Vyslovte Stolzovu vétu, ktery diskutuje vypocet limity

b) Vyslovte znéni véty, které fikaime Cauchyiv vzorec, a kterd hovorti o limité

lim +/a,.

n—+oo
14. Funkce realné proménné. Necht’ f : R — R.

a) Zapiste pomoci kvantifikatort, co to znamen4, Ze f je na svém defini¢nim oboru omezena, resp.
omezend shora, resp. omezend zdola, resp. rostouci, resp. ostfe rostouci, resp. klesajici, resp.
ostfe klesajici, resp. monoténni, resp. ryze monoténni.

b) Naleznéte funkci f, kterd na svém prirozeném definiénim oboru (tj. pro vSechna x, kterd lze
dosadit do jejitho predpisu) neni prosta.

¢) Naleznéte mnoZinu A tak, Ze f|, jiZ prostd je.

d) Necht’ f je na A ostie rostouci. Co lze fici o existenci a monotonii inverzni funkce f~!?
15. Limita funkce realné proménné I a spojitost v bodé. Necht' f : R - R

a) Definujte hromadny bod mnozZiny Dy.
b) Zapiste pomoci kvantifikatort, Ze
lim f(x) =ceR.
V jaké mnoziné musi leZet bod a? Ptipousti definice limity i @ = +oco0?
¢) Zapiste definici limity funkce f v bod€ a zprava, resp. zleva.
d) Zapiste pomoci kvantifikitord, ze funkce f je spojitd v bodé a. Jakd véta dava do souvislosti
limitu a spojitost funkce v bodé a?

16. Limita funkce realné proménné II.

a) Vyslovte Heineovu vétu.

b) Zapiste libovolné z tvrzeni o vypoctu limit funkci, v jehoZ dikazu se s vyhodou pouZiva Heine-
ova véta.

c¢) Ukazte, ze ]
lir%(l +x)r =e.

d) S pomoci Heineovy véty ukazte, Ze
lim sgn x
x—0

neexistuje.
17. Limita funkce realné proménné III.

a) Vyslovte vétu o limité sloZené funkce.



b) Z platnosti
lim (1 + x)* = e

x—0
a s pomoci véty o limité sloZzené funkce dokazte, Ze
In(1 + x) e*—1
m —

li =1, resp. lim
x—0 X -0 X

=1.

18. Spojitost funkce v bodé a na intervalu.

a) Za jakych predpokladi je funkce f spojitd v izolovaném bodé svého defini¢niho oboru?
b) Definujte, co to znamend, Ze f je spojitd na intervalu 7.

¢) Necht f je spojitd na intervalu (0,2) a g je spojitd na intervalu (1, 3). Co lze fict o spojitosti
funkce f + g?

d) Co to znamen4, Ze funkce f mé v bodé a odstranitelnou nespojitost?
e) Co to znamend, zZe funkce f ma v bodé a skok?

f) Vyslovte postacujici podminku pro existenci feSeni rovnice f (x) = 0 na intervalu (a, b).
19. Derivace funkce I.

a) Definujte derivaci funkce f v bod€ a. V jaké mnoZin€ musi lezet bod a, aby definice davala
smysl?

b) Jaky je rozdil mezi vyroky ,,f je diferencovatelna v bod€ a* a ,,f ma derivaci v bodé a*?

¢) Dokazte, Ze je-1i f diferencovatelna v bod€ a, tak f je téZ spojita v bodé a.

d) Podle definice vypocitejte f’ (a) pro f(x) =Inxaa > 0.
20. Derivace funkce II.

a) Vyslovte vétu o derivaci soucinu funkci f,g v bodé a.
b) Vyslovte vétu o derivaci sloZzené funkce.

¢) S pomoci véty o derivaci slozené funkce dokazte, Ze
fx)=x" = f(x)=ax""
pro kazdé x > 0aa € R.
21. Derivace funkce III.

a) Vyslovte vétu o derivaci inverzni funkce.
b) Ze znalosti derivace funkce f (x) = sinx a z véty o derivaci inverzni funkce odvod’te vztah pro
derivaci funkce f~! (x) = arcsin x pro x € (-1, 1).

22. Derivace funkce IV. (jednostranné derivace)

a) Definujte f] (a), tj. derivaci funkce f v bod€ a zprava (resp. zleva).
b) Vyslovte Darbouxovu vétu o jednostranné derivaci.

¢) Pomoci Darbouxovy véty ukazte, Ze pro f (x) = arcsinx je f] (—1) = +oo.
23. VySetfovani prubéhu funkce 1.

a) ZapiSte pomoci kvantifikdtord, Ze funkce f ma v bod€ a lokdlni minimum, resp. ostré lokaln{

minimum, resp. lokdlni maximum, resp. ostré lokdlni maximum.
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b) Vysvétlete, co se mysli tim, Ze m4 f v bod¢ a lokdlni extrém.

¢) Vyslovte vétu, kterd dava do souvislosti vyskyt lokédlniho extrému f v bodé a a derivaci funkce
f.
d) Vyslovte vétu, kterd ddva do souvislosti monotonii funkce f a derivaci funkce f na intervalu 7,
24. VySetfovani prubéhu funkce II. Necht’ f : R — R anecht’ J c Dy je interval.
a) ZapiSte pomoci kvantifikatort, Ze funkce f je konvexni, resp. ostfe konvexni, resp, konkdvni,
resp. ostfe konkdvni na intervalu .

b) Vyslovte vétu, kterd dava do souvislosti konvexnost (resp. konkdvnost) funkce f a jeji prvni
derivaci f’.

¢) Vyslovte vétu, kterd dava do souvislosti konvexnost (resp. konkavnost) funkce f a jeji druhou
derivaci f”.

25. VySetfovani prubéhu funkce ITI.

a) Co to znamend, Ze f ma v bodé a asymptotu danou rovnici x = a?
b) Co to znamend, Ze f ma v +co (resp. —oo) asymptotu danou rovnici y = kx + g?

¢) Jak pozndme, Ze asymptota y = kx + g existuje? Jak se urci k a ¢?

Poslednf tdprava: 10. prosince 2023
Otéazky a podnéty zasilejte na: pavel.strachota@fjfi.cvut.cz




