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Plan

vyuky pripravného tydne

V AR 2023/2024 je vyuka matematiky v PT rozvrhovédna do 2 pfednéasek a 3 cviceni, pricemz délka

jedné vyukové jednotky je 45 minut.

Pokusime se jit na studenty zlehka:

e Na prednaskach budou mj. ukazany nékteré priklady, které 1ze klidné zopakovat i na cviceni.

e Na cviceni postup podrobné komentujeme a trpélivé vysvétlujeme. Ptdme se, co neni jasné.

Nikde neni dano, kolik toho musime stihnout.

e V ramci piipravného tydne pokud mozno vilbec nezminime komplexni Cisla, exponencidlni

funkci, logaritmy, sin a cos, atd. !

Plan vyuky:

e Matematika 1 (prednaska):

motivacni priklad

- k!
Z k+1 - =7
[1i50G-2)

=1 11j=3
... matematika, jako kazda teorie, potfebuje jazyk, v némzZ muze byt vhodné formulovana.

Abychom pochopili motivaéni priklad, musime se tento jazyk naucit.

zavedeni mnoZiny prirozenych ¢isel N, mnoZiny celych Cisel Z a mnoziny Ny = N U {0}

(slovné)

zavedeni sumy, s¢itactho indexu, horni a dolni meze

asociativni zdkon, moznost s¢itat v libovolném poradi

posunuti indexu, s¢itani odzadu

soucet aritmetické posloupnosti, resp. Y ;_, k

soucet geometrické posloupnosti

piimy dikaz vzorce a" — b" = (a — b) ¥{Zy a*b"~'* (nikoliv matematickou indukcf)
zavedeni produktu

pravidla pro manipulaci s produkty

1Z4kladni poznatky o komplexnich &islech a elementérnich funkcich komplexni proménné budou shrnuty a7 na jedné
z prvnich prednaSek MAN a bude jim vénovdna pozornost i na cviceni.
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— definice faktorialu

— vysledek motivacniho prikladu

d k! k) G ) N RN |
Zlm—-: = . llc—:-: k:in(n+1).
= 50 -2 o Hj:l J = Hj:l J =

— n¢jaké priklady na s¢itdni sum nebo produktd, napf.
n
D = (viz nize)
=1

e Matematika 2 (cviceni):

— priklady na sumy

— priklady na vycisleni produktt
¢ Matematika 3 (prednaska):

— princip matematické indukce
— jeden nebo dva jednoduché priklady na diikaz matematickou indukci

— zavedeni kombinac¢niho ¢isla (") pomoci kombinatorické definice (viz nize)

— dikaz vztahu (::1) = ("_1) + (";ll) pomoci kombinatoriky (viz niZe)

m—1

dukaz vztahu (;’1) = #lm), matematickou indukci

dikaz binomické véty matematickou indukci

diikaz vzorce a" — b" = (a — b) Y1~y a*b"~'~* matematickou indukci

dvojné sumy, suma a produkt
e Matematika 4 a 5 (cviceni):

— priklady na dvojné sumy

- priklady na matematickou indukci



Kapitola 1

ZKkracené psani souctu a soucinu

1.1 Priklady na sumy

Definice. Necht’ m,n € N. Potom

k=m 0 pron < m.

i {am+am+1+---+an pron > m,
ay =

Symbol k se nazyva scitaci index (obvykle volime pismenka i, j, k, £). m je dolni mez sumy, n je horni

mez.

1.1. Vypocitejte

Reseni: Vypocitame dle definice, Ze

Z I =204,
k=—1

Véta. Zrejmé plati

n n n
Z(ak+bk) = Zak‘l‘zbk,
k=m k=m k=m

n n
ank:c ag, ¢ €R,
k=m k=m



1.2. Posouvejte index a zachovejte rovnost, napf.

n ?

Z ai = Z aoy,

k=1 k=5

10 2k 7
Dyrmi= L
k=5 k=?
10 ?

Z(3k+ 1% = Z(3k—5)2, atd
k=?

k=5

ResSeni: Snadné.

1.3. Zjednoduste

ReSeni:
2n

Zak+2( 1)’<ak_22a21

1.4. Sectéte

ReSeni: Bude rozebrano na pirednasce. Lze postupovat nékolika formalné odliSnymi zptisoby:

1. Rozepsat sumu dvakrat pod sebou

1+2+4+3+---+k
+k+k-1)+---+1

2. Vyuzit zkrdceného zdpisu
n 1 n n 1 n n
k= E[Z’”Z"): E(Zk+2(n+l—k)]:
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
3. Ziskat vysledek ze vztahu

n —Zk2 Z(k—l) —2Zk Z = k —n.
k=1

(Z(k+n+l—k)]——n(n+l).

| =



4. Nakreslit si tabulku zdpasi (n + 1) tymt, kdy hraje kazdy s kazdym.

1.5. Sectéte

ReSeni: .
Zak+b:(n+1)b+aZk:(n+l)(b+%)

k=0 k=1

1.6. Sectéte
100

Z(k—lO).
k=1

ReSeni:
100

1
Z (k—-10) = 5100- 101 - 100 - 10 = 5050 — 1000 = 4050.

k=1

1.7. Sectéte

ReSeni: Bude provedeno na prvni prednéasce. Je snazsi upravovat

zn:k3—zn:(k—l)3:...
k=1 k=1

nez " "
Dk ==
k=1 k=1
Vysledek:
n 1 1
Zkzz o= —n(2n 430+ 1) = zn(n+ 1) Q2n+ 1).
k=1 6 6

1.8. Sectéte

ReSeni: Analogicky - spoitejte

Zn:(k+l)4—ik4:...
k=1 6 k=1



1.9. Sectéte

Ndpovéda: Vypoditejte (1 — q) Yi_, g~

Reseni: Na prednasce.

1.10. Vypocitejte

Z(—nk k.

k=1

Reseni:
pro n liché,

Z( Dk =

5 NI

7 —n pro nsudé.

1.11. Vypocitejte

S
—

ReSeni: Rozklad na parcidlni zlomky:

"1 1 SN I | -
Zk(k+1) kz(k k+1) ZA;_ ?:;‘

1.12. Vypocitejte

Z\/ﬁ+\/_

Resenti: 1
k + _ \/_ n+
Z\//T+\/_ Z'k+l— Z\/_ Z\/%_\/nﬂ—l
1.13. Odvod’te vzorec 1
(a=b) Y db"F=a - "
k=0



ReSeni:

n—1
(a _ b) Z akbn—l—k
k=0

Vyuzili jsme rozndsobeni a posunuti indexu.

sumy jen ten nulty.

1.2 Priklady na produkty

Definice. Necht’ m, n € N. Potom

n

A+l
[ [a=

1

k=m

n—1 n—1
_ Z g pn kD _ Z dp*
k=0 k=0
n n—1
_ Z dpr — Z ap*
k=1 k=0
=da' -b".

Po odecteni zbyl z prvni sumy jen n-ty Clen a z druhé

--a, pronz=m,

pro n < m.

Véta. Zrejmé plati

n

[l ([T

n

[] bk] ,
k=m k=m

n

l_[ cap = " l—[ ay, ¢ €R,

k=m k=m

Definice. Faktoridl z ¢islan =0, 1,2,... definujeme jako
n! = ]—[ k.
k=1

1.14. Vypocitejte

n
Hk:1 (273
n+1
k=2 Gk
pro a; # 0.
ReSeni:
n
Hk: 1k a
HZ:% ay  An+l

1.15. Vypocitejte



ReSeni:

(viz predchozi tloha)

1.16. Vypocitejte

Reseni:

n n

1_[ aqk -4 l_l qk _ anngzok _ anqn(n+l)/2
k=0 k=0

1.3 Priklady na vnorené sumy

Sc¢itancem a; v sumé ", a; miZe byt opét suma, tj. napr.

takZe potom dostdvame dvojnou sumu

1.17. Sectéte

ReSeni:

=
N
N

(1+2i)(1—3k):2 (1 +2i) Z(l—3k)

=1 yonstanta vzhledem ke k k=1

- Z(l +2i)(n— §n(n+ 1))
i=1 2

:(n—gn(n+1))2(l+2i)

i=1

_(3en
—( 2n 2)(n+n(n+1))

= —%nz BGn+1D)(n+2)
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1.18. Sectéte

ReSeni:

1.19. Vypocitejte

ReSeni:

5

ZZ“”’”J*‘”J):

i=—1 j=-5

1.20. Ukazte, Ze plati

i2(1+2i+3j+4ij).

i==1 j=—

(o)}

1+2G-2)+3(-6)+4G@-2)(j—06))

INgE

1l
i

(1+2i+3j—22+4ij—24i — 8j +48)

Il
—_

-
SRS

(=22i — 5 +4ij +27)

M-

Il
—_
—_

1 ]:
(=22-5)-7- 7-4 +4(7-4*+27-7°
SN——
ZZ:li:%Tg

=77(-27-3+4%) =49 (=81 + 64) = —49 - 17 = -833

Reseni: Nakreslit do 2D tabulky a naznacit séitani po Fadcich, resp. po sloupcich.

1.21. Vypocitejte

10



l—qi

n 1= qn+l

1.22. Vypocitejte

ReSeni:

n(n+3).

1
T4

n(n+1)+n)

1
2

dl

:%an(k+l)

k(k+1)

1

11

dukty

— |

ReSeni:

/

rené pro

A

1.4 Priklady na vno
1.24. Ukazte, Ze plati

1.23. Vypocitejte

ReSeni:



Reseni: Asociativni zdkon plati pro ndsobeni stejné jako pro scitani. Viz cast 1.3.

1.25. Vypocitejte

ReSeni:

S T A Ly A
nni"k"::[ﬁ 2 E(“%] _1—[1’”1'”
(1) (+ 1] ) (5 1\
M) =0 )

I n 1 n n 1 n(n+1) 1
- L] Pl = ; - plnt+n’

K rovnosti ¢ervenych vyrazi: S prepisem [, _, % = ll, jsme se trochu undéhlili. Plati totiz

l_[l. ERE l_[km

i=1 k=1 k=1 i=k

Nakonec zaménime oznaceni indexu k za i a opét slouc¢ime pod jeden produkt.
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Kapitola 2
Matematicka indukce

Schéma diikazu matematické indukce: Mame vyrok V (n), jehoz pravdivostni hodnota je zavisld na
n e N.
[VIDA((VneN)(V(n) = Vn+1)] = [(VneN)(V(n)].

Analogicky
[VOA(VReN)(V(n-1) = V()] = [(Vn e Ny (V(n)].

Pozndmka. Zatim neni mozné pro studenty vést vyklad s pouZitim matematického zdpisu vyroki,
kvantifikatorti atd. Princip matematické indukce bude vysvétlen ,lidskym* zpisobem na prednasce,
a podobné jej mizeme zopakovat i zde. Vysvétlime pojem ,,indukcni predpoklad®, tj. predpoklad

platnosti V (n) pti dokazovani V (n + 1).

Pozndmka. Tlustrativni ptfipad indukce je padajici domino:
e V(1)... znamend ,,St ouchneme do prvniho kamene domina*
e V(n) = V(n+1)... znamena ,jestlize padne n-ty kdmen, tak srazii (n + 1). kdimen*

e vysledek: spadnou v§echny kameny domina

2.1. Dokazte matematickou indukcfi jiz diive dokdzany vztah

n 1
Zk: S+ 1).
k=1

Reseni: Pro n = 1 zjevné plati 1 = 1 - 1-(1 +1).
Indukéni krok (n — 1) — n:

1 1 1
Dk=>ktn= s=Dn  4n=zn-1+2)=zn+1).

k=1 k=1 ————
z induk&niho predpokladu

13



2.2. Dokazte matematickou indukcfi jiz diive dokdzany vztah

n—1
(a—-Db) Z adb1 R = g
k=0

ReSeni: Pro n = 1 vzorec prejde v rovnost
a-b=a->b.

Indukéni krok (n — 1) — n pro n > 2: Upravujeme vyraz

n—1 n-2
(a=b) Y db"'* = (a-b) [b > bt
k=0 k=0

=b(a"" = b"") + (a-b)a"

=4 -b"
kde ve 2. fadku jsme vyuzili induk¢ni predpoklad (platnost vztahu pro n— 1) a dospéli jsme k platnosti
vztahu i pro n.
Definice. Necht’ m, n jsou pfirozena Cisla nebo 0 a necht’ m < n. Kombina¢nim ¢islem (Z;) rozumime
pocet vSech riznych moznosti, jak z mnoZiny o n prvcich vybrat mnoZinu o m prvcich.

Pozndmka. Ziejmé plati (g) = (%) = 1.

A Y

Diikaz. 7 n-prvkové mnoZziny, kde n je alespon 1, vy¢lenime stranou jeden pevné zvoleny prvek X.

Véta. Pron > 1, m > 1 plati

Mame-li nyni vybrat m prvki, mdme dvé mozZnosti O

1. Do vybrané podmnoZiny patfi prvek X: Pak mdme ( _11) moZznosti, jak z mnoZiny (n — 1) ostat-

n—
m

nich prvki vybrat zbyvajicich (m — 1) prvk.

2. Do vybrané podmnoziny nepatii prvek X: Pak mame (";11) moznosti, jak z mnoZiny (n — 1)

ostatnich prvkl vybrat v§ech m prvki.

Kombinacni ¢isla 1ze sestavit do tvaru tzv. Pascalova trojuhelniku, kde na n-tém radku jsou postupné

&isla (). (7). - (0):

2.3. Pomoci matematické indukce podle n dokazte, Ze plati

(n)_ n!
m]  m!(n—m)!

14



ReSeni: Indukci provedeme podle fadku Pascalova trojihelniku. Na nultém a prvnim f4dku Pascalova

trojdhelniku plati (°) = (}) = (!) = 1, coz dany vztah splnuje. Uvazujme n-ty fadek, kde n > 1. Pro
) p 0 y pinuj ] y

0 1
n_l_n!
o/ o

takZe staci dokazovat pro m > 1. Podle indukéniho pfedpokladu vzorec plati pro pfedchozi (n —1).

m=0je

radek. Proto lze dosadit do vztahu

n\ (n-1 n—1) (n—=1)! (n-1)!
m) \m=1)"\m ) =D —m) T mli—m=1)
_ m(n-1)! (n-mym-1)"! n!

Cm! (n—m)! m(n-m)!  m'(n-—m)!’

¢imzZ je tvrzeni dokdzano.

2.4. Dokazte matematickou indukci binomickou vétu

(a+b)' = Z (Z)akb"k

k=0

pron=20,1,2,...

ReSeni: Pro n = 0 zfejmé plati (pro lib. a, b kromé toho, Ze 0° neni piesné vzato definovano)

0
1= (0)1 -1
k=0 0

Indukéni krok (n — 1) — n:

(@+b)"=(@+b)(a+b)"!

n—1 n—1
_ (”_1 kL =Gk 1) (” 1) kpn—k
k=0 k k=0 k
n n—1
_ (” -1 Ak 4 (” - l)akbn—k
k=1 k=1 k=0 k
S (n-1 “ (n—-1
= a'b" " + a'b T+ b
k-1 1

I
= |l
—_—
S
|
[—
~————
+
—_
S
|
[S—
—
Q
o~
Sy
=
>~
+
Sy
=

Il
tan
~——
Q
~
Sn
=
>
+
Su
=
Il
[
—_—
= S
N —
Q
bl
Sy
S
A



VyuZije se rozndsobeni, posunuti indexu, vyjmuti jednoho ¢lenu ze sumy, slouceni pod jednu sumu

. vSe peclivé komentovat!

2.5. Dokazte, Ze n-prvkova mnoZina md 2" podmnoZin.

ReSeni: Z n-prvkové mnoziny lze vybrat praizdnou mnozinu, vSechny jednoprvkové, dvouprvkové

Zn:(Z):(l+1)":2".

k=0

atd. mnoziny. Jejich pocet je tedy

2.6. Dokazte, ze

>~

l S
[\

l\)»

=
p—

IA
Sl
S

ReSeni: Pokusime se o ditkaz matematickou indukei. Pron = 1 vychdzi 1 < 1, coZ plati. V induk&nim

kroku n — (n + 1) pak chceme dokézat

Pfi platnosti indukéniho predpokladu plati

ﬁZk—l_2n+l 2k -1
2%  2n+2b L 2k

k=1

<2n+1 1
T 2n+2
Nynf staci dokdzat
2n+1 1 1
2n+2\n Vn+1
2n+1 n
2n+2 n+l1
2

Cn+1D*n+1)<nn+2)?

n+1<0,

coz bohuzel pravda neni. Timto zpisobem tedy odhad matematickou indukci pouZzit nejde. Odhad je
totiz ptili§ hruby (odhadujeme shora piili§ velkym ¢islem), takZe po pouZiti (taktéZ hrubého) indukc-

niho pfedpokladu se ndm nepodaii indkukéni krok dokoncit.
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2.7. Dokazte, Ze

ReSeni: Pokud se podaii toto dokazat, bude platit 1 odhad z predchozi ulohy, nebot’

1 1
—_— << —,
V2n+1 «n

Postupujeme opét matematickou indukci. Pro n = 1 vychdzi % < %, coz stale plati (je to vidét??). V

indukénim kroku n — (n + 1) pak chceme dokazat

ﬁ 2%-1__ 1
Ll 2k T a3
Pfi platnosti indukéniho predpokladu plati

n+1

l—[2k—1_2n+1 12k -1
2% 2n+21 1 2k

k=1

< 2n+1 1
T 2n+2m+ 1
Nynf staci dokdzat
2n+1 1 < 1
2n+2\2n+1  V2n+3
V2n+1 1

<
2n+2 " \2n+3
Qn+1)2n+3) < (2n+2)?

0<1,
coz plati a induk¢ni krok je tim tspésné dokazan.
2.8. Dokazte, ze soucet tfetich mocnin kazdych tfi po sobé jdoucich prirozenych Cisel je délitelny
deviti.
ReSeni: Budeme postupovat matematickou indukei podle prvniho z trojice ¢isel. Pro n = 1 plati
P+2°+3=1+8+27=36=4-9.

Indukéni krokn — (n+ 1) :

17



n+ 1D+ +2+n+3)’ =P+ + D+ + 2+ +27n + 27

délitelné deviti

délitelné deviti z ind. pfedpokladu

2.9. Dokazte, Ze pro posloupnost ptirozenych ¢isel definovanou jako

ap =0,
a1:4,

Ansr = 2041 + 3a,

plati
a,=3"—-(=1)".

ReSeni: Jde o zobecnénou matematickou indukci, kdy pouzivame indukéni pfedpoklad nejen pro
predchozi prvek posloupnosti, ale pro oba dva. Nejprve vztah tspéSné ovéiime pron = O an = 1.

Nyni chceme dokézat, Ze
Apin = 3n+2 _ (_1)n+2 )

Dosadime induk¢ni predpoklad do a,, 1 a,,.1. Dostaneme

piy = 2y +3a, = 2(37! = (1) +3 3"~ (=1
=3"2-3+3)=2(=1)""" =3(=1)"
— 3n+2 + 2 (_1)n+2 _ 3 (_1)n+2
— 3n+2 _ (_1)n+2 )

2.10. Dokazte, Ze ¢islo 133 je délitelem Cisla (1 1+ 122"‘1) pro kazdé n € N.

ReSeni: Pro n = 1 dostdvame 11'*! + 1221-1 = 121 + 12 = 133, takZe vyrok pro n = 1 plati.

Indukéni krok n — (n + 1):

(11n+2 + 122(n+1)—1) =11 11n+1 + 122 . 122n—l

=11 (11"+1 n 122"-1) +(122 - 11) 1221
|
délitelné 133 z induk¢éniho predpokladu =133
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