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Uvod

Transformace

Uvod

@ Casté a dulezité operace v pocitaCové grafice:
geometrické transformace

@ aplikované na objekty ve 2D, resp. 3D

@ invariance objektl (Usecek, kfivek) vzhledem k
transformacim: staci transformovat fidici body (vektory)

@ posunuti (translace)

@ rotace

@ zména méritka (Skalovani)

@ zkoseni

@ slozené transformace - napt. promitani




Uvod

Umluva

@ pavodni bod P mé& soufadnice P = (x, y)" ve 2D, resp.
P=(x,y,z)" ve 3D

e transformovany bod P’ m4 soufadnice P’ = (x,y’)" ve 2D,
resp. P = (x',y’,Z))" ve 3D
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Translace

o X' =x+dy,y =y+d,
@ vektor posunuti d = (dy, dy)"
e P=P+d

Y y
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Before transiation After translation




Uvod Geometrické transformace ve 2D Geometrické transformace ve 3D Literatura

Zmeéna meritka
@ zména meéfitka ve smeéru osy x, resp. y dana faktory sy, sy,
@ Skalovani vzhledem k po¢atku sout. soustavy
X' '=sx, y =5y

sy O

@ matice Skalovani S =
0 s

>,P’:SP

y

4, 5) (7,5

Before scaling



Geometrické transformace ve 2D

Rotace 1/2

@ rotace kolem pocatku A Y
souradné soustavy o uhel ¢
proti sméru hodinovych p’
rucicek

@ pulvodni bod P ma soufadnice p

P' = (x,y) = (rcosg,rsing)

@ po rotaci dostaneme

PT = (rcos(¢+6),rsin(¢+0))
= (rcos¢cosf — rsingsind, rsin¢cosf + rcos ¢ sinf)
= (xcosf — ysinf,ycosf+ xsinb).
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Rotace 2/2

@ matice rotace
g_ ( cos 6 —sing
~\ sind cos#d
@ maticovy tvar transformace

P = RP

Literatura



Geometrické transformace ve 2D

Maticova reprezentace 2D transformaci

Motivace

@ potfeba jednotného zapisu transformaci

e jednoduché skladani transformaci
o efektivni implementace

@ rotace, Skalovani - linearni transformace, nasobeni matici
@ translace - ma jiny tvar

@ sjednoceni popisu transformaci: pfechod do
homogennich souradnic

@ potom kazda afinni transformace = maticové nasobeni



Geometrické transformace ve 2D

Homogenni souradnice 1/3

@ pridame treti souradnici W

@ bod P = (x, y)" m& homogenni soufadnice
P=[xW,yW, W' =[X,Y, W]" YW #0.

@ kazdy bod P € R? je tedy reprezentovan pfimkou v
prostoru (X, Y, W)
@ dveé trojice homogennich soufadnic [Xj, Y, Wy,
[Xo, Yo, Wa] reprezentu;ji stejny bod, prave kdyz
[Xi, Y1, Wi] = [aXo,aYe,aWo] a #0

@ bod [0, 0, 0] neni povolen
@ body kde W = 0 se nazyvaji body v nekonecnu



Geometrické transformace ve 2D

Homogenni souradnice 2/3

@ homogenizovany bod (pro bod [X, Y, W], W # 0) je bod o
souradnicich
X Y 1 =[x,y,1]
WJ W? - 7y7 9
jeho prvni 2 slozky jsou kartézské souradnice
@ homogenizované body tvofi rovinu v prostoru (X, Y, W)



Geometrické transformace ve 2D

Homogenni souradnice 3/3

@ scitani bodu zadanych v homogennich soufadnicich

[X1, Y1, Wil + [Xa, Yo, Wo)
= [XiWa + X Wy, YiWo + Yo Wy, Wy Wa]

@ nasobeni skalarem
alX,Y, W] =[aX,aY, W]

(a nikoliv [aX, aY,aW], coz je jen jiny zépis pro puvodni
bod [X, Y, W])
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Translace v homogennich souradnicich 1/2

@ pro posunuti o d = (dk, dy)T nasobime bod P = [x, y, 1]"

matici
1 0 dy

0 0 1

RGN

@ dostaneme

dy
dy
1

o = O

]
P-bDP=| 0
0



Geometrické transformace ve 2D

Translace v homogennich souradnicich 2/2
@ pro obecny bod P = [xW, yW, W], W ¢ {0,1} mame
1 0 dy xW xW + dy W (x+dx) W
0 0 1

w w w
takZe dostavame opét spravny vysledek.

@ Ukol: ovérte aditivitu posunuti, tj.

10 d 1 0 d? 1 0 dl+d2
01 df 01 d2)|=(01 d+d?|.
00 f 00 1 00 1

posunuti o d" posunuti o d? posunuti o d'+d?




Geometrické transformace ve 2D

Zmeéna meéritka v homogennich soufadnicich

@ zmeéna mefitka sy-krat, resp. s,-krat ve smeéru osy x, resp.

y je dana matici
sx 0 O
0O 0 1

@ pro homogenizovany bod dostaneme

sx 0 O X SxX
P=SP=| 0 s, 0 y|=1|sy|=
0O 0 1 1 1

@ ukol: ovérte multiplikativnost Skalovani, tj.

sl 00 2 0 0 sls2 0
0 s, 0 0 s& 0 |= 0 s)sf
0O 0 1 0O 0 1 0 0

- oo 4%
\_/ L



(

cosf
sinf
0

Geometrické transformace ve 2D

Rotace v homogennich souradnicich

rotace bodu P podle pocatku souf. soustavy o Uhel 6 proti
sméru hodinovych rucicek je dana matici

cosf —sind O
R = sind cosf O |.
0 0 1

pro homogenizovany bod dostaneme

Xxcosf — ysiné X'
ycosO+xsing | = | y |.
1 1

P =RP =

Ukol: ovérte aditivitu rotace, tj.

—sing 0 cosy -—siny 0 cos(0+~) —sin(0+7)
cosf O siny cosy 0 | = sin(@+v) cos(6+7)
0

0 1 0 0 1 0

— O O



Geometrické transformace ve 2D

Afinni transformace a transformace tuhého télesa

@ afinni transformace zachovava rovnobéznost pfimek,
obecné nezachovava délky ani thly

@ obecné ve 2D je dana vztahem P = AP + d, kde A € R?
je lib. matice, v homogennich soufadnicich je dana lib.
matici ve tvaru

ayy a2 Oy
T=| a1 axp dy,
0 0 1

@ lib. slozeni rotaci, translaci a Skalovani je afinni
@ pokud je matice
a;y a
A— < 11 a2 )
az1  daz

ortogonalni, transformace zachovava uhly i délky a
nazyva se také transformace tuhého télesa (rigid body
trasformation). Vznikne sloZzenim rotaci a posunuti.



Geometrické transformace ve 2D

Afinni transformace a obecné afinni zobrazeni

@ afinni prostor E obsahuje body, rozdil dvou bodu je vektor

@ zobrazeni f : E — E je afinni, kdyZ existuje lin. zobrazeni
F tak, ze

f(P)—f(Q) =F(P—-Q)YP,QcE.

@ zobrazeni ve tvaru f (P) = AP + d afinni je, zde F = A.
@ afinni zobrazeni zachovava rovnobéznost:
e Usetka PQ | CDpokud @ — P =a(D - C)
e potom ale
f(Q-fP) = F(Q-P)=F(a(D-0C))
= aF(D-C)=«a(f(D)-f(C)),

takze 7 (P) 7 (Q) || 7(C) f (D).
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Zkoseni

@ angl. shear transformation

@ zkoseni podél osy x (x’ linearné zavisi na y) prislusi
transformacni matice

1 0
H,=1 0 0
0 1
(v’ zavisi na x) mame
0
0
1

a
1
0

@ podobné pro zkoseni podél osy y
0

0

oo =

IJ’

Literatura
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Skladani transformaci

Rotace kolem obecného bodu

vvvvvv

zakladnich transformaci
@ napf. rotace kolem daného bodu P

@ posunuti, aby Py byl v pocatku
@ rotace kolem pocatku souf. soustavy
@ posunuti zpét

Yo oe X

Original house After translation After rotation After translation
¢ of P, to origin to original Fy
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Rotace kolem obecného bodu

Matice transformace

@ predpokladejme Py = (xo,yo)T = [Xo, Yo, 1]T

1 Xo cosf —singd 0O 1 —Xo
Rp, (0) = 1 };0 sig 6 coos g 0 1 —¥
1 1

cosf —sinf Xxp(1 —cosh)+ ypsinb
sind cosf yy(1—cosh)— xpsind
0 0 1



Geometrické transformace ve 2D

Zrcadleni

dal$i jednoducha afinni transformace

zrcadleni podle osy x

zrcadleni podle osy y

zrcadleni podle pocatku soufadnicové soustavy
zrcadleni podle pfimky y = x

Ukol: sestavte prislusné matice transformaci
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Geometrické transformace ve 3D

Transformace ve 3D

@ homogenni soufadnice analogicky jako ve 2D, nyni
mame P = (x,y,z)" =[X,Y,Z,W]"

@ levotocivy, resp. pravotoCivy souradny systém: pfi pohledu
z kladného sméru osy z do pocatku je rotace od kladné
poloosy x ke kladné poloose y po, resp. proti sméru
hodinovych rucicek

Z Z
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Matice transformaci v homogennich souradnicich 1/3

@ posunuti
1 0 0 dx
1 01 0 g
b= 0 01 d
000 1
@ zmeéna meritka
0 O
S =

cocod®
o
o
—ocooo
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Matice transformaci v homogennich souradnicich 2/3
@ rotace kolem osy z

cosf —sinf 0 O
R, — sind cosf 0 O
2 0 0 10
0 0 0 1
@ rotace kolem osy x
1 0 0 0
R. — 0 cosf —sing O
71 0 sinf cosf O
0 0 0 1
@ rotace kolem osy y
cos# 0 sing O
R, _ 0 1 0 0
Y71 —sinf 0 cosd O
0 0O 0 1
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Matice transformaci v homogennich souradnicich 3/3

@ Skalovani napf. podél osy z s Uhlem « vzhledem k
souradnici x a Uhlem g vzhledem k soufadnici y

1

0
Hz: 0
0



Geometrické transformace ve 3D

Afinni transformace ve 3D

@ podobné jako ve 2D je kazda transformace tvaru

ayy a2 a3 dy

T - do1 doo Ado3 dy _ ( A d >
az azp as d; 0" 1
0 0 0o 1

afinni. Pokud je navic matice A ortogondlni, transformace
zachovéava uhly a délky



Geometrické transformace ve 3D

Zmeéna souradného systému

kazda transformace (s regularni matici - coz jsou zde
v8echny) je vlastné zména soufadného systému

naopak, kazdou zménu soufadného systému Ize vyjadfit
matici (pfechodu)

transformace slozita v jednom souf. systému muize byt
primitivni v jiném
rotace kolem obecné osy / (se smérovym vektorem /) -
slozena transformace
@ prechod ze standardni baze (ey, ez, e3) do baze (I, v, v2),
kde vy, v, lezi v roviné kolmé na /

@ rotace podle soufadnicové osy /
@ prechod zpét do standardni baze



Geometrické transformace ve 3D

Transformace normal

@ rovina zadana normalovym vektorem n = [A, B, C, D]T
@ bod P =[x, y, z,1]" leZi v dané roviné

(ne nutné prochazejici poc¢atkem), pravé kdyz
n-P=Ax+By+Cz +D =0
~~

posunuti

@ po transformaci matici T ziskame body P’ = TP leZici v
roviné s normalovym vektorem n’
— jak ziskat n'?

@ predpokladejme, Ze n’ = Qn, kde Q je neznama matice.
Musi platit

0=n-P =n"P =n"Q"TP.

T
@ to bude spinéno, pokud Q'T = I, tj. Q@ = <T*1> .
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