
Základy Teorie Graf̊u

(poznámky z přednášek)
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Disclaimer

Vzhledem k bezplatnému poskytnut́ı produktu se na produkt nevztahuje žádná záruka,
a to v ḿıře povolené zákonem. Pokud neńı ṕısemně stanoveno jinak, poskytuj́ı držitelé
autorských práv popř́ıpadě jiné strany produkt

”
tak, jak je“, bez záruky jakéhokoliv

druhu, at’ výslovně nebo vyplývaj́ıćı, včetně, ale nikoli jen, záruk prodejnosti a vhod-
nosti pro určitý účel. Pokud jde o kvalitu a výkonnost produktu, lež́ı veškeré riziko
na vás. Pokud by se u produktu projevily závady, padaj́ı náklady za všechnu potřebnou
údržbu, opravy či nápravu na váš vrub.

V žádném př́ıpadě, s výjimkou toho, když to vyžaduje platný zákon, anebo když to bylo
ṕısemně odsouhlaseno, vám nebude žádný z držitel̊u autorských práv odpovědný za škody,
včetně všech obecných, speciálńıch, nahodilých nebo následných škod vyplývaj́ıćıch z
už́ıváńı anebo neschopnosti už́ıvat produktu (včetě ale nikoli jen, ztráty nebo zkresleńı
dat, nebo trvalých škod zp̊usobených vám nebo třet́ım stranám, nebo selháńı funkce
produktu v součinnosti s jinými produkty), a to i v př́ıpadě, že takový držitel autorských
práv nebo jiná strana byli upozorněni na možnost takových škod.

Copyright c©2006 Pavel Strachota. Permission is granted to copy, distribute and/or modify this docu-
ment under the terms of the GNU Free Documentation License, Version 1.2 or any later version published
by the Free Software Foundation; with no Invariant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover
Texts. A copy of the license is included in the section entitled ”GNU Free Documentation License”.
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1.7 Hamiltonovské kružnice a grafy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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1.8.1 Párováńı v bipartitńıch grafech . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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1.12.1K4 nakreslený do roviny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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1.12.5Minimálńı počet kř́ıžeńı v grafu K6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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Úvod

V pr̊uběhu př́ıpravy na zkoušku ze Základ̊u teorie graf̊u jsem si uvědomil, že mé zápisky z přednášky jsou
natolik kvalitńı, že by bylo možné je použ́ıt jako základ pro docela slušná skripta z tohoto předmětu. Ještě
před samotnou zkouškou jsem tedy zkusil napsat pár stránek a s výsledkem jsem byl natolik spokojen,
že jsem s chut́ı pokračoval dál, pouze s motivaćı vytvořit něco smysluplného a užitečného. Přesto mám
poněkud rozporuplné pocity z následk̊u, které uveřejněńı tohoto materiálu může mı́t.

Je jasné, že dobré zápisky nelze sestavit na základě nedobrých přednášek. Skvělé a zaj́ımavé přednášky
pańı docentky Edity Pelantové je však skoro škoda publikovat tak, aby byly každému snadno a volně
dostupné. Student źıská určitou jistotu, o kterou se v př́ıpadě potřeby bude moci opř́ıt, ale po krátkém
čase usoud́ı, že sám si o mnoho lepš́ı poznámky z přednášky neodnese. Je-li student trochu ĺıněǰśı, na
přednášce se už neukáže. Je pravda, že ve čtvrtém ročńıku již velká většina student̊u brzy rozpozná
kvalitu přednášek a dokáže si j́ı vážit. Ale vy, kteř́ı jste v pokušeńı, vězte, že byste přǐsli opravdu o hodně.
I kdybyste na žádné jiné přednášky nechodili, na grafy chod’te, protože skutečně stoj́ı za to. A dělejte si
zápisky, protože tak se toho nejv́ıc nauč́ıte :-)

ZTG se od akademického roku 2005/2006 děĺı na dva předměty s odlǐsnou náplńı. ZTG-B se skládá
z 1 přednášky a 1 cvičeńı týdně. Na přednášce jsou představeny základńı kapitoly z teorie graf̊u, které
pokrývá prvńı část těchto zápisk̊u. Na cvičeńı jsou pak předmětem studia mimo jiné algoritmy řeš́ıćı
některé známé grafové úlohy. ZTG-A se skládá ze 2 přednášek týdně, přičemž jedna je vždy vedena v
době, kdy posluchači varianty B tohoto předmětu maj́ı zrovna cvičeńı. Předmětem této přednášky jsou
některé pokročileǰśı partie teorie graf̊u, jako jsou věty z extremálńı teorie graf̊u a ramseyovská č́ısla, dále
pak generuj́ıćı funkce a jejich využit́ı demonstrované na velmi pěkných př́ıkladech z oboru kombinatoriky
nebo teorie č́ısel. Tato část přednášky je pokryta ve druhé a třet́ı kapitole.

Celý text velmi těsně koṕıruje látku vyloženou na přednáškách, některé pasáže jsou však mı́rně mod-
ifikovány, aby jejich pochopeńı nebo návaznost byly (z mého pohledu) přirozeněǰśı. Vzhledem k tomu, že
existuje kvalitńı a přitom na internetu volně dostupná anglická literatura (dva př́ıklady jsou uvedeny v
seznam použité literatury), opatřil jsem mnoho definic jednotlivých pojmů též jejich anglickým zněńım.
Důkazy jsou někdy komentovány až př́ılǐs, mou snahou však bylo nenechat žádného čtenáře na holičkách.
Na druhou stranu však plat́ı, že nejlépe si pamatujeme to, na co přijdeme sami.

Přeji vám všem, aby vám tyto poznámky byly užitečnou pomůckou při studiu a abyste úspěšně složili
zkoušky nejen z teorie graf̊u.

Pavel Strachota

7



8



Kapitola 1

Standardńı kurs teorie graf̊u

1.1 Základńı pojmy

Úmluva. Necht’ r ∈ N, necht’ V je konečná množina. Potom počet prvk̊u množiny V znač́ıme symbolem
#V . Dále znač́ıme (

V

r

)
= {A ⊂ V |#A = r} .

To znamená, že
(
V
r

)
označuje množinu všech r-prvkových podmnožin množiny V . Dále budeme použ́ıvat

označeńı
n̂ = {1, 2, 3, ..., n}.

Pozorováńı. Plat́ı #
(
V
r

)
=
(
#V
r

)
.

1.1.1 Graf, izomorfismus graf̊u, samokomplementárńı grafy

Definice 1.1.1. Necht’ V je konečná množina, E ⊂
(
V
2

)
. Uspořádaná dvojice G = (V,E) se nazývá (ne-

orientovaný) graf. V nazýváme množinou vrchol̊u (z anglického vertex), E množinou hran (z anglického
edge).

Poznámka. Grafy si zpravidla představujeme tak jako na obrázku 1.1.1. Vrcholy se znázorňuj́ı jako body
(mohou představovat např́ıklad města). Hrany, což jsou dvouprvkové množiny vrchol̊u. se zobrazuj́ı jako
úsečky nebo křivky spojuj́ıćı dané vrcholy (mohou představovat např́ıklad cesty mezi danými městy).
Řada úloh z teorie graf̊u má velmi konkrétńı využit́ı v praxi, což si uvědomı́me, hned jak si pod vrcholy a
hranami představ́ıme skutečné objekty, jako to ukazuj́ı uvedené př́ıklady. Důkazy některých vět nás však
přesvědč́ı, že strukturu grafu lze mnohdy vybudovat i nad objekty, které maj́ı daleko do právě popsané
geometrické představy grafu.

Úmluva. Později se ve výkladu vyskytne formálně nesprávné značeńı, které má však intuitivńı význam.
Bud’te G = (V,E), H = (U,F ) grafy, v ∈ V , e ∈ E. Potom definujeme:

• G ∪H = (V ∪ U,E ∪ F ) (tj. oba grafy spoj́ıme do jednoho),

v
v v

vpppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppp
c d

a b

Obrázek 1.1.1: Schéma grafu V = {a, b, c, d}, E = {{a, b}, {a, c}, {a, d}, {c, d}}
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10 KAPITOLA 1. STANDARDNÍ KURS TEORIE GRAFŮ

• G\F = (V,E\F ), pokud F ⊂
(
V
2

)
, resp. F ⊂ E (tj. z grafu G ubereme hrany, které lež́ı v F ),

• G\U =
(
V \U,E ∩

(
V \U

2

))
(tj. z grafu G ubereme všechny vrcholy, které lež́ı v U , a všechny hrany,

které z nich vedou),

• v ≡ {v}, e ≡ {e} (prvek ztotožńıme s jednoprvkovou množinou), pokud nemůže doj́ıt k nedorozum-
něńı.

Dále se vyskytne př́ıpad, kdy budeme mluvit o grafu G, aniž specifikujeme množiny jeho vrchol̊u a hran.
Proto nyńı zaved’me označeńı E(G) pro množinu hran grafu G a označeńı V (G) pro množinu vrchol̊u
grafu G.

Poznámka. Obvykle budeme použ́ıvat ṕısmena m,n ve smyslu n = #V a m = #E. Podle předchoźıho
pozorováńı můžeme ř́ıci, že počet r̊uzných graf̊u na n vrcholech je

2(n
2),

nebot’ to je počet všech r̊uzných podmnožin E ⊂
(
V
2

)
.

Definice 1.1.2. Necht’ G = (V,E), H = (U,F ) jsou grafy. Řekneme, že graf G je izomorfńı s grafem
H a znač́ıme

G ∼ H,

jestliže existuje bijekce Π : V 7→ U taková, že plat́ı

(∀u, v ∈ V ) ({u, v} ∈ E ⇔ {Π(u),Π(v)} ∈ F ) .

Poznámka. Grafy jsou spolu izomorfńı, jestliže jsou stejné až na označeńı svých vrchol̊u. Bijekce Π provád́ı
právě ono přeznačeńı vrchol̊u grafu G na vrcholy grafu H.

Poznámka 1.1.3. Na tř́ıprvkové množině jsou 4 navzájem r̊uzné neizomorfńı grafy. Izomorfismus graf̊u
je ekvivalence na množině všech graf̊u o n vrcholech. V jedné tř́ıdě ekvivalence je maximálně n! graf̊u,
nebot’ tolik je r̊uzných bijekćı (permutaćı) na dvou n-prvkových množinách. Neizomorfńıch graf̊u na n
vrcholech je tedy v́ıce nebo rovno než

2(n
2)

n!
,

přičemž pro n→∞ je s užit́ım Stirlingovy formule1 pro vyjádřeńı faktoriálu

2(n
2)

n!
≈ 2

n(n−1)
2

nne−n
√

2πn
=

2
n(n−1)

2

2n log2 n−n log2 e+
1
2 log2(2πn)

→ +∞.

Definice 1.1.4. Necht’ G = (V,E) je graf. Potom graf

Ḡ =
(
V,

(
V

2

)
\E
)

nazveme doplňkem (angl. complement) grafu G. Plat́ı-li G ∼ Ḡ, ř́ıkáme, že G je samokomplementárńı
(angl. self-complementary).

Pozorováńı.

• Plat́ı ¯̄G = G

• Na třech vrcholech neexistuje žádný samokomplementárńı graf.

1n! ≈ nne−n
√

2πn
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Obrázek 1.1.2: Samokomplementárńı grafy

Poznámka. Necht’ G ∼ Ḡ. Potom muśı pro m = #E ∈ N0 platit

m =
(
n

2

)
−m,

z čehož plyne

m =
1
2

(
n

2

)
=
n(n− 1)

4
∈ N0.

Proto pro n = 2 a n = 3 samokomplementárńı graf neexistuje, existuje však pro n = 4 a n = 5.
Jednoduché samokomplementárńı grafy vid́ıme na obrázku 1.1.2.

Poznámka. Existuje-li samokomplementárńı graf na n vrcholech, potom plat́ı n ≡ 0 (mod 4) nebo n ≡ 1.
Plat́ı i obrácená implikace?

1.1.2 Stupeň vrcholu, skóre

Definice 1.1.5. Bud’ G = (V,E) graf, v ∈ V . Č́ıslo

dG(v) = # {u ∈ V | {u, v} ∈ E}

nazýváme stupněm (angl. degree) vrcholu v. Je to počet hran, které vedou z vrcholu v. Dále definujeme
minimálńı stupeň grafu G jako

δ(G) = min
v∈V

dG(v),

maximálńı stupeň grafu G jako
∆(G) = max

v∈V
dG(v)

a pr̊uměrný stupeň grafu G jako

ρ(G) =
1
n

n∑
i=1

dG(vi).

Poznámka. Pro každý v ∈ V plat́ı 0 ≤ δ(G) ≤ dG(v) ≤ ∆(G) ≤ n− 1.

Věta 1.1.6. ∑
v∈V

dG(v) = 2#E.

D̊ukaz. Tvrzeńı je zřejmé. Každá hrana e = {u, v} přispěje jedničkou ke stupni dvou vrchol̊u u, v.

Důsledek. Součet stupň̊u
∑
v∈V dG(v) je vždy sudý.

Definice 1.1.7. Posloupnost č́ısel (d1, d2, ..., dn) nazveme skóre, existuje-li graf G = (V,E) na vrcholech
V = {v1, v2, ..., vn} takový, že

(∀i ∈ n̂) (di = dG(vi)) .
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Př́ıklad.

• (1, 3, 3, 4, 6, 6, 6) neńı skóre, protože součet
∑
di je lichý.

• (1, 1, 3, 3, 3, 3, 5, 6, 8, 9) neńı skóre, protože posledńı vrchol v10 by byl napojen hranou na všechny
předchoźı, vrchol v9 by pak byl napojen na všechny kromě jednoho. Oba vrcholy v1a v2 tedy
nemohou mı́t stupeň roven 1.

Věta 1.1.8. Necht’ (d1, d2, ..., dn) je n-tice nezáporných celých č́ısel taková, že d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ dn. Potom
(d1, d2, ..., dn) je skóre, právě když (d2 − 1, d3 − 1, ..., dd1+1 − 1, dd1+2, ..., dn) je skóre.

Poznámka. S pomoćı uvedené věty lze o libovolné n-tici rozhodnout, zda je to skóre. Iteraci zastav́ıme
s odpověd́ı ”ne“, jestliže nám v pr̊uběhu výpočtu vznikne záporné č́ıslo. Dojdeme-li v p-té iteraci až k
jedinému č́ıslu

(
d
(p)
1

)
, tak p̊uvodńı n-tice je skóre, právě když d(p)

1 = 0.

D̊ukaz. ⇐:
Necht’ existuje graf se skóre (d2 − 1, d3 − 1, ..., dd1+1 − 1, dd1+2, ..., dn). K tomuto grafu přidáme nový

vrchol, který hranami spoj́ıme s prvńımi d1 vrcholy. Tak źıskáme graf, který bude mı́t skóre (d1, d2, ..., dn).
⇒:

Mějme graf se skóre (d1, d2, ..., dn), chceme zkonstruovat graf se skóre (d2 − 1, d3 − 1, ..., dd1+1 −
1, dd1+2, ..., dn). Mohou nastat dva př́ıpady:

1. Hrany z vrcholu v1 vedou právě do následuj́ıćıch d1 vrchol̊u v2, v3, ..., vd1+1. V tom př́ıpadě vrchol
v1 odebereme a źıskáme graf se skóre (d2 − 1, d3 − 1, ..., dd1+1 − 1, dd1+2, ..., dn).

2. Existuje i ∈ {2, 3, ..., d1 + 1} takové, že {v1, vi} /∈ E. To znamená, že rovněž existuje j ∈ {d1 +
2, ..., n} takové, že {v1, vj} ∈ E. Pro každé k /∈ {1, i, j} tak může nastat právě jeden z př́ıpad̊u na
následuj́ıćım obrázku. Přerušované čáry označuj́ı, že mezi vrcholy nevede hrana. Na existenci hrany
mezi vrcholy v1 a vk nezálež́ı, a proto ji v rozlǐsováńı jednotlivých př́ıpad̊u neuvažujeme.
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Alespoň pro jedno k však muśı nastat př́ıpad 4. Kdyby totiž nastávaly pouze př́ıpady 1, 2 a 3, přispěl
by každý daľśı vrchol vk ke stupni dj = dG(vj) alespoň tolik jako ke stupni di = dG(vi). Protože však
předpokládáme {v1, vj} ∈ E a přitom {v1, vi} /∈ E, platilo by di < dj , což je spor s uspořádáńım č́ısel
d1, ..., dn.

Vezměmě tedy k takové, pro nějž nastává př́ıpad 4. Vyrob́ıme nyńı nový graf, jenž vznikne záměnou
hran provedenou takto:
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Tento nový graf bude mı́t zřejmě stejné skóre jako graf p̊uvodńı. Lǐśı se však t́ım, že z v1 vede oproti
p̊uvodńımu grafu v́ıce hran do vrchol̊u v2, v3, ..., vd1+1. Potom bud’ nastává př́ıpad (1), nebo stále existuje
i ∈ {2, 3, ..., d1 +1} takové, že {v1, vi} /∈ E, takže můžeme úvahu provedenou v př́ıpadu (2) opakovat.

Poznámka.

• Rozhodovaćı algoritmus založený na předchoźı větě má složitost maximálně O(n2).

• Podle d̊ukazu implikace ⇐: lze snadno pro dané skóre nalézt odpov́ıdaj́ıćı graf.

Věta 1.1.9. Bud’ (d1, d2, ..., dn) n-tice nezáporných celých č́ısel takových, že d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ dn. Potom
je-li (d1, d2, ..., dn) skóre, tak pro každé i ∈ {1, 2, ..., n} plat́ı

i∑
k=1

dk ≤ i(i− 1) +
n∑

k=i+1

min{i, dk}.

D̊ukaz. Mějme graf G na vrcholech V = {1, 2, ..., n} s daným skóre. Pro pevné i ∈ n̂ diskutujme, které
hrany přisṕıvaj́ı do součtu prvńıch i stupň̊u d1, ..., di v grafu G:

1. Hrany, které vedou mezi vrcholy {1, ..., i}, přisṕıvaj́ı k sumě
∑i
k=1 dk dvojkou. Proto maximálńı

součet stupň̊u dosažený pouze pomoćı těchto hran je 2
(
i
2

)
= i(i− 1) (viz. věta 1.1.6).

2. Daľśı hrany, které přisṕıvaj́ı k dané sumě, vedou mezi vrcholy u, v, kde u ∈ {1, ..., i} a v ∈ {i +
1, ..., n}. Tyto vrcholy přisṕıvaj́ı k sumě jen jedničkou. Přitom z každého vrcholu v z uvedené
množiny nemůže zřejmě vést do prvńıch i vrchol̊u v́ıce hran, než je i, ale ani v́ıce hran, než je d(v).

Poznámka. Pokud nav́ıc je
∑n
i=1 di sudé č́ıslo, plat́ı ve větě ekvivalence.

Definice 1.1.10. Bud’ G = (V,E) graf. Graf G′ = (V ′, E′) takový, že V ′ ⊂ V a E′ ⊂
(
E ∩

(
V ′

2

))
,

nazýváme podgrafem (angl. subgraph) grafuG. JestližeG′ 6= G, pak seG′ nazývá vlastńım podgrafem
(angl. proper subgraph) grafu G.

Graf G[V ′] =
(
V ′, E ∩

(
V ′

2

))
se nazývá podgraf G indukovaný (množinou vrchol̊u) V ′. Obecně,

jestliže pro podgraf G′ = (V ′, E′) grafu G plat́ı E′ =
(
E ∩

(
V ′

2

))
, nazýváme G′ indukovaným pod-

grafem (angl. induced subgraph) grafu G.

Poznámka. Je-li G′ podgrafem G, tak občas též ř́ıkáme, že G je nadgrafem G′ (angl. supergraph). Pro
relaci ”být podgrafem“ použ́ıváme množinové označeńı G′ ⊂ G.

Definice 1.1.11. Zavád́ıme následuj́ıćı pojmenováńı a označeńı pro tyto speciálńı typy graf̊u:

• Úplný (angl. complete) graf na n vrcholech

Kn = ({1, 2, ..., n}, {{i, j}| i, j ∈ {1, 2, ..., n}, i 6= j}) =
(
n̂,

(
n̂

2

))
.

• Cesta (angl. path) délky n na n+ 1 vrcholech

Pn = (n̂ ∪ {0}, {{i− 1, i}| i ∈ n̂}) .

• ”Hvězda“
Sn = (n̂ ∪ {0}, {{0, i}| i ∈ n̂})

• Kružnice (angl. cycle) délky n

Cn = (n̂, {{i, i+ 1}| i ∈ {1, 2, ..., n− 1}} ∪ {{1, n}}) .
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Obrázek 1.1.3: Zobecněný graf definovaný takto:

V = {1, 2, 3, 4} E = {a, b, c, d, e, f}
ϕ(a) = {1, 2} ϕ(d) = {1}
ϕ(b) = {1, 2} ϕ(e) = {1, 4}
ϕ(c) = {1, 2} ϕ(f) = {1, 3}

1.1.3 Zobecněná definice grafu, adjacenčńı matice grafu

Definice 1.1.12. Bud’te V,E konečné množiny.
Bud’ ϕ : E 7→

(
V
2

)
∪
(
V
1

)
. Potom uspořádanou trojici G = (V,E, ϕ) nazýváme graf.

• E jsou jen ” jména“ hran.

• ϕ každé hraně přǐrazuje jej́ı koncové vrcholy.

• Připoušt́ı se násobné hrany i hrany z vrcholu do sebe sama.

Definice 1.1.13. (Zobecněná definice orientovaného grafu) Bud’te V,A konečné množiny.
Bud’ ϕ : A 7→

(
V
2

)
∪ (V × V ). Potom uspořádanou trojici D = (V,A, ϕ) nazýváme orientovaný graf

(angl. directed graph).

• tato definice připoušt́ı orientované hrany (z V × V ) i neorientované hrany (z
(
V
2

)
).

• hrana z vrcholu v do sebe sama může být reprezentována uspořádanou dvojićı (v, v).

Definice 1.1.14. Bud’ G = (V,E) graf, n = #V . Adjacenčńı matićı (angl. adjacency matrix ) grafu
G (matićı sousednost́ı) rozumı́me matici AG ∈ {0, 1}n,n, pro jej́ıž prvky plat́ı

(AG)ij =

{
1 pro {vi, vj} ∈ E
0 jinak

Poznámka 1.1.15. Adjacenčńı matice má následuj́ıćı zřejmé vlastnosti:

• AG je symetrická, a tedy diagonalizovatelná, s reálným spektrem. Pro takovou matici plat́ı TrAG =∑
λi , kde λi jsou všechna vlastńı č́ısla matice AG. Protože ovšem (∀i ∈ n̂) ((AG)ii = 0), tak 0 =

TrAG =
∑
λi.

• Uvědomı́me-li si, jakým zp̊usobem vzniká (i, j)-tý prvek matice AGAG = A2
G, tak ze symetrie AG

plyne
(
A2
G

)
ii

= dG(vi). Z toho dále plyne

n∑
i=1

λ2
i = Tr

(
A2
G

)
=

n∑
i=1

dG(vi) = 2#E.
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1.2 Souvislost

Definice 1.2.1. Bud’ G = (V,E) graf. Posloupnost vrchol̊u v0, v1, ..., vk nazýváme sledem (angl. walk)
délky k, jestliže plat́ı (

∀i ∈ k̂
)

({vi−1, vi} ∈ E) .

Sled v0, v1, ..., vk nazveme cestou (angl. path) délky k, pokud nav́ıc

(∀i, j ∈ {0, 1, 2..., k}) (i 6= j ⇒ vi−1 6= vi) .

Sled v0, v1, ..., vk, pro který plat́ı v0 = vk, nazýváme cyklem (angl. closed path) délky k. Cyklus v0, v1, ..., vk
nazveme kružnićı (angl. cycle (!)) délky k, pokud

(∀i, j ∈ {0, 1, 2..., k − 1}) (i 6= j ⇒ vi−1 6= vi) .

Definice 1.2.2. Bud’ G = (V,E) graf, u, v ∈ V . Řekneme, že vrcholy u a v jsou spojeny (angl. linked)
v G, existuje-li sled v G s počátečńım vrcholem u a koncovým vrcholem v, tj. sled

u = v0, v1, ..., vk−1, vk = v.

Poznámka. Relace ”být spojen“ je ekvivalence na množině vrchol̊u V . Přitom každý vrchol je spojen sám
se sebou sledem délky 0.

Definice 1.2.3. Tř́ıdy ekvivalence podle uvedené relace nazýváme komponenty (angl. component)
grafu G. Jejich počet znač́ıme c(G). Jestliže c(G) = 1, ř́ıkáme, že graf G je souvislý (angl. connected).

Poznámka. Graf G je souvislý, právě když mezi dvěma libovolnými vrcholy existuje sled.

Př́ıklad. Z 8 graf̊u na 3 vrcholech jsou 4 souvislé. Přitom pro #V = 3 plat́ı, že G je souvislý, právě když
Ḡ neńı souvislý.

Poznámka 1.2.4. Plat́ı: G neńı souvislý ⇒ Ḡ je souvislý. Opačná implikace neplat́ı.

D̊ukaz. Množinu vrchol̊u grafu G rozděĺıme na jednu komponentu V1 ⊂ V a zbytek V2 ⊂ V . Potom
mezi těmito dvěma podmnožinami neexistuj́ı žádné hrany. Naopak v doplňku grafu G existuj́ı hrany mezi
libovolným u ∈ V1 a v ∈ V2. Proto mezi libovolnými dvěma vrcholy existuje sled, a to maximálně délky
2.

Př́ıkladem vyvracej́ıćım platnost opačné implikace jsou grafy H a H̄ na obrázku 1.1.2.

1.2.1 Počet souvislých graf̊u na n vrcholech

Označme sn počet r̊uzných souvislých graf̊u na n vrcholech.

Př́ıklad. Obrázek 1.2.1 ukazuje všechny typy souvislých graf̊u na 4 vrcholech, přičemž č́ısla pod jed-
notlivými grafy udávaj́ı počet izomorfńıch graf̊u stejného typu. I když to neńı pro výklad d̊uležité, ukážeme
pro úplnost, jakým zp̊usobem lze na uvedená č́ısla přij́ıt (grafy okomentujeme zleva doprava):

1. Jasné.

2. Chyb́ı jedna hrana. Možnost́ı, jak z úplného grafu odebrat hranu, je zjevně 6.

3. Dvě r̊uzné dvojice nejsou spojeny hranou. Prvńı dvojici vybereme
(
4
2

)
= 6 zp̊usoby, druhá je již

jednoznačně dána. Pořad́ı výběru dvojic však nehraje roli, proto je počet souvislých graf̊u tohoto
typu roven 6

2 = 3.

4. Z jednoho vrcholu (”zdroje“) nevedou dvě hrany (do dvou vrchol̊u ”ćıl̊u“). Zdroj lze vybrat 4 zp̊usoby,
ćıle lze vybrat

(
3
2

)
= 3 zp̊usoby.

5. Prostředńı hrana (mezi vrcholy a,b) lze vybrat 6 zp̊usoby, hrany do zbylé dvojice vrchol̊u lze zvolit
2 zp̊usoby.
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Obrázek 1.2.1: Souvislé grafy na 4 vrcholech

6. Jeden vrchol je spojen se třemi ostatńımi. Tento vrchol lze vybrat 4 zp̊usoby.

Celkem máme na 4 vrcholech
s4 = 1 + 6 + 3 + 12 + 12 + 4 = 38

souvislých graf̊u. Jak snadno spoč́ıtat sn pro libovolné n ukazuje následuj́ıćı věta.

Věta 1.2.5. Bud’ sn počet souvislých graf̊u na n vrcholech. Potom plat́ı

n · 2(n
2) =

n∑
k=1

(
n

k

)
ksk2(n−k

2 ).

D̊ukaz. Uvedenou rovnost dokážeme zaj́ımavou úvahou. Vyjádř́ıme počet všech uspořádaných dvojic
(G, x) kde G je graf na n vrcholech a x je jeden z vrchol̊u tohoto grafu, a to dvěma zp̊usoby.

1. Počet všech graf̊u je 2(n
2), v každém z nich lze vrchol x zvolit n zp̊usoby, uvedených dvojic je tedy

P = n · 2(n
2).

2. Zvolme pevně k ∈ n̂. Počet dvojic (G, x), kde x se nacháźı v komponentě grafu G, která má k
vrchol̊u, je

pk =
(
n

k

)
ksk2(n−k

2 ),

protože:

(a)
(
n
k

)
zp̊usoby lze vybrat k vrchol̊u z n,

(b) k zp̊usoby lze z vybraných vrchol̊u zvolit vrchol x,

(c) sk je počet r̊uzných komponent (souvislých podgraf̊u), které lze na vybraných k vrcholech
vytvořit

(d) a 2(n−k
2 ) je počet všech graf̊u (na n − k vrcholech), které mohou být vytvořeny na vrcholech,

které jsme nevybrali.

Protože pro pro každou dvojici (G, x) se x zřejmě nacháźı v komponentě o počtu vrchol̊u alespoň 1 a
nejvýše n, plat́ı

n · 2(n
2) = P =

n∑
k=1

pk.

Poznámka. Po vyděleńı n přejde rovnost na tvar

2(n
2) =

n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
sk2(n−k

2 ).
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Př́ıklad. Protože už v́ıme, že
s1 = 1, s2 = 1, s3 = 4,

lze dosazeńım do rekurentńıho vzorce pro n = 4 źıskat postupně

2(4
2) =

4∑
k=1

(
3

k − 1

)
sk2(4−k

2 )

64 = 8 + 6 + 12 + s4

38 = s4

Je vidět, že jsme se v našich úvahách předvedených v předchoźım př́ıkladu nespletli.

1.2.2 Adjacenčńı matice souvislého grafu

Věta 1.2.6. Bud’ AG adjacenčńı matice grafu G, necht’ k ∈ n̂. Potom prvek
(
Ak
G

)
ij

je roven počtu

sled̊u délky k z vrcholu vi do vrcholu vj.

D̊ukaz. Tvrzeńı snadno dokážeme indukćı podle k:

• pro k = 1: Podle definice plat́ı

(AG)ij =

{
1 pro {vi, vj} ∈ E
0 jinak,

což zjevně představuje počet sled̊u délky 1 (což jsou př́ımo hrany) z vi do vj .

• indukčńı krok k → k + 1: Plat́ı(
Ak+1
G

)
ij

=
n∑
l=1

(
Ak
G

)
il

(AG)lj =
n∑
l=1

{vl,vj}∈E

(
Ak
G

)
il︸ ︷︷ ︸

(*)

.

(∗) představuje počet sled̊u délky k z vi do vl. Sč́ıtá se však pouze přes takové vrcholy vl, z nichž
vede hrana do vrcholu vj . Proto (∗) rovněž představuje počet sled̊u délky k+1 z vi do vj takových,
že předposledńım vrcholem v sledu je vl. Součtem přes všechny takové vl dostaneme celkový počet
sled̊u délky k + 1 z vi do vj .

Důsledek. Necht’ AG je adjacenčńı matice grafu G = (V,E),n = #V . Potom G je souvislý právě tehdy,
když

n−1∑
k=0

Ak
G > 0,

tj. právě když všechny prvky uvedené matice jsou kladné.

D̊ukaz. Je zřejmé, že mezi dvěma r̊uznými vrcholy existuje sled, právě když mezi nimi existuje cesta.
(Ze sledu obsahuj́ıćıho v́ıcekrát stejný vrchol lze odstranit všechny úseky, které lež́ı mezi dvěma výskyty
tohoto vrcholu ve sledu, č́ımž nakonec źıskáme cestu.) Každá cesta v grafu na n vrcholech má délku
maximálně n− 1.
⇒:
G je souvislý ⇒ pro ∀i, j ∈ n̂, i 6= j, existuje cesta (a tedy i sled) z vi do vj nějaké délky k ≤ n− 1.

⇒
(
Ak
G

)
ij
> 0 ⇒

(∑n−1
k=0 Ak

G

)
ij
> 0. Každý prvek uvedené matice je tedy kladný.

⇐:

∀i, j ∈ n̂
(∑n−1

k=0 Ak
G

)
ij
> 0. ⇒ ∃k ∈ {1, ..., n− 1} tak, že

(
Ak
G

)
ij
> 0 ⇒ existuje sled (délky k) z vi

do vj ⇒G je souvislý.
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Obrázek 1.3.1: Cesty Px a Py

1.3 Bipartitńı grafy

Definice 1.3.1. Řekneme, že graf G = (V,E) je bipartitńı (angl. bipartite), existuje-li rozklad množiny
V na dvě disjunktńı neprázdné množiny V1, V2 takový, že E ∩

(
V1
2

)
= ∅, E ∩

(
V2
2

)
= ∅, tj. takový, že mezi

žádnými dvěma vrcholy z V1 ani mezi žádnými dvěma vrcholy z V2 nevede hrana.

Poznámka 1.3.2. Jestliže je G bipartitńı, lze oč́ıslovat vrcholy tak, že prvńıch k vrchol̊u lež́ı ve V1 a
zbylých n− k vrchol̊u ve V2. Adjacenčńı matice má potom tvar

AG =
(

0 B

BT 0

)
.

Naopak: G je bipartitńı, existuje-li permutace vrchol̊u (a tedy zároveň řádk̊u i sloupc̊u matice AG) taková,
že AG má uvedený tvar.

Definice 1.3.3. Bipartitńı grafG = (V1∪V2, E) se nazývá úplný, jestliže (∀u ∈ V1) (∀v ∈ V2) ({u, v} ∈ E).

Věta 1.3.4. Bud’ G = (V,E) graf, #V ≥ 2. Potom G je bipartitńı právě tehdy, když neobsahuje kružnici
liché délky.

D̊ukaz. ⇒:
Libovolná kružnice procháźı stř́ıdavě vrcholy z V1 a V2. Zvoĺıme-li nějaký vrchol za počátečńı a p̊ujdeme

po kružnici, nakonec se do tohoto vrcholu vrát́ıme. Jdeme tedy několikrát z V1 do V2 a zpět, takže kružnice
nemůže mı́t lichou délku.
⇐:

Nejprve předpokládejme, že G je souvislý. Necht’ tedy v G neexistuje kružnice liché délky. Zvolme
libovolně u ∈ V a definujme nejkratš́ı cesta z u do v má sudou délku

V1 = {v ∈ V | nejkratš́ı cesta z u do v má sudou délku} ,

V2 = V \V1.

Protože G je souvislý, tak vrcholy z V2 maj́ı nejkratš́ı cestu do u liché délky.
Plat́ı zřejmě u ∈ V1, V1∩V2 = ∅ a nav́ıc z u určitě vede nějaká hrana, třeba do vrcholu z, což znamená,

že z ∈ V2 (nejkratš́ı cesta z u do z je po jediné hraně, tj. má délku 1, a to je liché č́ıslo). V1i V2 jsou tedy
neprázdné. Ukážeme sporem, že ve V1 nevede hrana:

Necht’ (∃x, y ∈ V1) ({x, y} ∈ E). Bud’ Px nejkratš́ı cesta z u do x, podobně Py nejkratš́ı cesta z u do
y. Px i Py jsou sudé délky. Označmě z nejbližš́ı bod od bod̊u x, y na cestách Px a Py, který je pro obě
cesty stejný (v krajńım př́ıpadě může být t́ımto bodem i u), viz obrázek 1.3.1. Potom úsek cesty Px mezi
z a u je stejně dlouhý jako tentýž úsek po cestě Py. Kdyby tomu tak nebylo, mohli bychom ten kratš́ı z
nich (necht’ je to třeba úsek Px) použ́ıt pro vytvořeńı kratš́ı cesty z y do u, což je spor s volbou Py jako
nejkratš́ı cesty.

Z toho ale plyne, že sled složený z úsek̊u

1. x do z po Px,
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2. z do y po Py,

3. y do x po hraně {x, y}

je kružnice liché délky, což je spor. Je to proto, že cesta x → z → u → z → y je sudé délky, jej́ı úsek
z → u → z, po kterém nejdeme, je však také sudé délky, a tak i cesta x → z → y muśı být sudé délky.
Hrana {x, y} ji pak uzav́ırá na kružnici liché délky.

Zcela stejně ukážeme, že ani mezi vrcholy z V2 nevede hrana.
Jestliže G neńı souvislý, provedeme d̊ukaz pro jeho komponenty G(1), ..., G(m) a źıskáme tak množiny

V
(1)
1 , ..., V

(m)
1 a V (1)

2 , ..., V
(m)
2 . Potom definujeme

V1 =
m⋃
j=1

V
(j)
1

V2 =
m⋃
j=1

V
(j)
2 .

Poznámka. Necht’ G = (V,E) je souvislý. Potom zobrazeńı d : V ×V 7→ N0 definované jako d(u, v) =délka
nejkatš́ıho sledu z u do v je metrika na množině vrchol̊u v. Č́ıslo d(u, v) nazýváme vzdálenost́ı vrchol̊u
u, v v grafu G.

1.4 Stromy

Definice 1.4.1. Graf, který neobsahuje kružnice, nazýváme les (angl. forest). Souvislý les nazýváme
strom (angl. tree).

Poznámka. Každý les je bipartitńı graf.

Pozorováńı 1.4.2. Graf G = (V,E) je strom právě tehdy, když pro každé u, v ∈ V, u 6= v existuje právě
jedna cesta z u do v.

D̊ukaz. ⇒:
G je strom⇒ G je souvislý⇒ pro každé dva r̊uzné vrcholy u, v existuje cesta z u do v. Dále postupujme

sporem: necht’ existuj́ı 2 r̊uzné cesty z u do v. Potom najdeme prvńı vrchol ve směru od u, kde se obě
cesty rozděĺı, a dále najdeme prvńı vrchol, kde se opět spoj́ı. Úseky obou cest mezi nalezenými vrcholy
tvoř́ı zřejmě kružnici, což je spor.
⇐:

Mezi každými dvěma vrcholy vede právě 1 cesta ⇒ G je souvislý. Nyńı opět sporem: necht’ v G
existuje kružnice. Vezmeme-li libovolné dva vrcholy z této kružnice, je zřejmé, že mezi nimi existuj́ı dvě
r̊uzné cesty.

Věta 1.4.3. Necht’ G = (V,E) je souvislý, n = #V . Potom G je strom, právě když #E = n− 1.

D̊ukaz. Při d̊ukazech obou směr̊u ekvivalence postupujme indukćı podle n:
⇒:

Necht’ G je strom.
Pro n = 1 máme zřejmě E = ∅, takže #E = 0 = 1− 1.
Indukčńı krok: Necht’ G je strom na n vrcholech, e = {u, v} ∈ E jeho libovolná hrana. Sestroj́ıme graf

G̃ = (V,E\e). Potom G̃ je les, nebot’ určitě neńı souvislý: mezi každými dvěma vrcholy existovala totiž
jediná cesta, tud́ıž i mezi u a v existovala cesta jen po hraně e. Počet komponent grafu G̃ je 2, kdyby
to bylo v́ıce, nemohli bychom vráceńım jedné hrany e źıskat souvislý graf. Tyto komponenty jsou tedy
stromy, necht’ maj́ı počty vrchol̊u k a n − k. Potom maj́ı počty hran k − 1 a n − k − 1 , a po přidáńı
hrany e do G̃ źıskáme zpět graf G, jenž má počet hran (k − 1) + (n− k − 1) + 1 = n− 1.
⇐:
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Necht’ #E = n − 1. Plat́ı
∑
i∈V d(i) = 2#E = 2(n − 1), a G je souvislý, tud́ıž d(i) ≥ 1 pro každý

i ∈ V . Proto existuje vrchol i takový, že d(i) = 1. Sestroj́ıme graf G̃ = (V \i, E\{i, x}), kde x je vrchol, do
nějž vede jediná hrana z i. Potom je G̃ stále souvislý (žádná cesta mezi dvěma vrcholy u, v (u 6= i, v 6= i)
samozřejmě nevedla přes i), a tud́ıž z indukčńıho předpokladu je to strom, jenž má n− 1 vrchol̊u a n− 2
hran. Přidáme-li zpětně vrchol i a hranu {i, x} do G̃, kružnici nevytvoř́ıme, a tedy vznikne strom na n
vrcholech s n− 1 hranami.

Věta 1.4.4. Necht’ n ≥ 2. Potom existuje nn−2 strom̊u na n vrcholech.

Než tuto větu dokážeme, vyslov́ıme a dokážeme následuj́ıćı lemma:

Lemma 1.4.5. Necht’ (d1, ..., dn) jsou přirozená č́ısla taková, že
∑
di = 2(n− 1). Potom existuje

N(d1,...,dn) =
(n− 2)!

(d1 − 1)!(d2 − 1)! · · · (dn − 1)!

strom̊u na n vrcholech {1, ..., n} takových, že ∀i ∈ n̂ je d(i) = di.

D̊ukaz. Podmı́nka
∑
di = 2(n−1) je nutná pro to, aby (d1, ..., dn) bylo skóre. Dále d̊ukaz vedeme indukćı

podle n:
Pro n = 2 je d1 = d2 = 1 a vztah plat́ı zřejmě.
Indukčńı krok n− 1→ n: Ze stejného d̊uvodu jako v minulém d̊ukazu existuje k tak, že dk = 1. Bez

újmy na obecnosti (”BÚNO“) předpokládejme, že dn = 1 a mějme tedy graf se skóre (d1, ..., dn−1, 1).
Ubereme-li nyńı n-tý vrchol, z něhož jediná hrana vedla do vrcholu i (kde nutně di ≥ 2), źıskáme
graf na n − 1 vrcholech se skóre (d1, ..., di − 1, ..., dn−1). Ke každému stromu na n vrcholech se skóre
(d1, ..., dn−1, 1) tedy existuje i ≥ 2 tak, že se tento strom skládá ze stromu na n − 1 vrcholech se skóre
(d1, ..., di − 1, ..., dn−1), z vrcholu n a z hrany {i, n}. Počet stromů na n − 1 vcholech s uvedeným skóre
ale umı́me spoč́ıtat dle indukčńıho předpokladu. Proto plat́ı:

N(d1,...,dn) =
n−1∑
i=1

di≥2

N(d1,...,di−1,...,dn−1) =
n−1∑
i=1

di≥2

(n− 3)!
(d1 − 1)! · · · (di − 2)! · · · (dn − 1)!

=

...rozš́ı̌ŕıme (di − 1) a d́ıky tomu můžeme sč́ıtat již přes všechna i...

=
n−1∑
i=1

(di − 1)(n− 3)!
(d1 − 1)! · · · (di − 1)! · · · (dn − 1)!

=

(n− 3)!

((Pn
1 di)−1)−(n−1)=2(n−1)−1−(n−1)=n−2︷ ︸︸ ︷

n−1∑
i=1

(di − 1)

0!︸︷︷︸
(dn−1)!

n−1∏
k=1

(dk − 1)!
=

=
(n− 2)!
n∏
k=1

(dk − 1)!

Nyńı můžeme provést d̊ukaz věty 1.4.4:

D̊ukaz. Označme si
(∀i ∈ n̂) (αi = di − 1) .

Počet stromů na n vrcholech je roven

N =
∑

(∀i∈n̂)(di≥1)
P
di=2(n−1)

N(d1,...,dn) =
∑

(∀i∈n̂)(di≥1)
P
di=2(n−1)

(n− 2)!
n∏
k=1

(dk − 1)!
=
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=
∑

(∀i∈n̂)(αi≥0)
P
αi=n−2

(n− 2)!
n∏
k=1

αk!
= nn−2.

Poznámka. Posledńı rovnost je aplikaćı zobecněné binomické věty, tzv. ”k-nomické věty“, kterou lze
celkem snadno dokázat indukćı použit́ım ”standardńı“ binomické věty. Jedná se o vztah

∑
(∀i∈k̂)(αi≥0)
P
αi=n

n!
n∏
j=1

αj !
xα1

1 xα2
2 · · ·x

αk

k =
∑

(∀i∈k̂)(αi≥0)
P
αi=n

(
n

α1

)(
n− α1

α1

)
· · ·
(
n−

∑k−1
1 αj
α1

)
xα1

1 xα2
2 · · ·x

αk

k =

= (x1 + x2 + ...+ xk)n.

Př́ıklad. Molekuly acyklických uhlovod́ık̊u si lze představit jako stromy, kde vrcholy představuj́ı atomy
uhĺıku (C) a vod́ıku (H). Hrany pak představuj́ı vazby mezi nimi. Jak známo, uhĺık je čtyřvazný a vod́ık
je jednovazný. Naskýtá se otázka, jak na základě této znalosti vyjádřit sumárńı vzorec uhlovod́ık̊u ve
tvaru

CaHb.

Využijeme vztahu ∑
di = 2#E = 2(n− 1)

který je pro náš př́ıpad možno přepsat do podoby

4a+ 1b = 2(a+ b− 1).

Z toho dostaneme, že b = 2a+ 2, takže sumárńı vzorce acyklických uhlovod́ık̊u maj́ı tvar

CnH2n+2.

1.5 Hledáńı minimálńı kostry grafu

Necht’ je dán souvislý graf G = (V,E) a zobrazeńı c : E 7→ (0,+∞), které přǐrazuje hranám jejich cenu.
Úkolem je naj́ıt takovou podmnožinu Ẽ ⊂ E, že graf G̃ = (V, Ẽ) je souvislý a přitom cena

c ˜(E) :=
∑
e∈Ẽ

c(e)

je minimálńı. Této úloze ř́ıkáme úloha na nalezeńı minimálńı kostry grafu.

Pozorováńı. G̃ bude strom.

D̊ukaz. Pokud G̃ neńı strom, pak v G̃ je kružnice. Je tedy možné ubrat hranu, aniž se poruš́ı souvislost
grafu, a cena c(Ẽ) se přitom sńıž́ı.

Pro hledáńı minimálńı kostry v grafu je možno použ́ıt následuj́ıćı algoritmus, který je př́ıkladem tzv.
hladového (greedy) algoritmu.

Algoritmus 1.5.1. (Kruskal̊uv algoritmus konstrukce minimálńı kostry)

1. Uspořádej hrany z E podle jejich ceny od nejlevněǰśı k nejdražš́ı. Bud’ T množina hran, inicializovaná
na T := ∅.

2. Obsahuje-li T hrany f1, ..., fi, vyber nejlevněǰśı hranu fi+1 takovou, že graf Gi+1 = (V, T ∪ {fi+1})
neobsahuje kružnici, a zařad’ ji do T . Tento krok opakuj, dokud to jde.
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Je zřejmé, že v okamžiku ukončeńı bude G̃ = (V, T ) souvislý a bude to tedy strom. Druhý krok
algoritmu se bude opakovat právě (n− 1)-krát.

Věta 1.5.2. Kruskal̊uv algoritmus konstruuje strom s minimálńı cenou.

D̊ukaz. Označme TKr množinu n− 1 hran dodaných Kruskalovým algoritmem. Definujme množinu

T = {T ⊂ E| graf (V, T ) je souvislý a c(T ) je minimálńı } ,

tj. jako množinu všech vhodných výběr̊u n− 1 hran, na nichž se nabývá minima ceny. Důkaz provedeme
sporem: předpokládejme tedy, že TKr /∈ T . Potom lze korektně definovat zobrazeńı g : T 7→ {1, 2, ..., n−1}
vztahem

g(T ) = min { i| fi /∈ TKr} .

Necht’ T̃ ∈ T je taková množina hran, že k := g(T̃ ) = maxT∈T g(T ). Přidáme-li hranu fk do T̃ , vznikne
množina n hran, a tedy graf (V, T̃ ) obsahuje kružnici. V ńı muśı ležet nějaká hrana e /∈ TKr, protože
jinak by graf (V, TKr) nemohl být strom. Sestrojme novou množinu vrchol̊u

˜̃T = T̃ ∪ {fk}\{e},

tj. vyjměme hranu e ze zmiňované kružnice. Potom graf (V, ˜̃T ) z̊ustává souvislý, nav́ıc # ˜̃T = n− 1, a je
to tedy strom. Pro cenu plat́ı

c( ˜̃T ) = c(T̃ ) + c(fk)− c(e).

Abychom zjistili, jak vysoká je cena ˜̃T v porovnáńı s cenou T̃ , uvažujme takto: V k-tém kroku se
Kruskal̊uv algoritmus rozhodl pro hranu fk a nikoli pro hranu e, přičemž se pro e rozhodnout mohl,
protože hrany{f1, ..., fk−1, e} ⊂ T̃ a tyto hrany tedy netvoř́ı kružnici. Důvodem, proč se algoritmus
rozhodl pro fk, muśı tedy být c(fk) ≤ c(e). Z toho plyne, že také

c( ˜̃T ) ≤ c(T̃ ),

ale protože už c(T̃ ) byla minimálńı, muśı zde platit rovnost. Každopádně ˜̃T ∈ T . Ovšem ˜̃T obsahuje i
hranu fk, takže g( ˜̃T ) > k, což je spor s volbou k.

1.6 Jednotažky

Název kapitoly neformálně vystihuje vlastnost tzv. eulerovských graf̊u, které je možné nakreslit jedńım
tahem. Vše, co bude řečeno o eulerovských grafech, lze aplikovat i na zobecněné grafy ve smyslu definice
1.1.12.

Úmluva 1.6.1. Bud’ G = (V,E) graf, v0, v1, ..., vk sled v G. Potom tento sled zapisujeme také jako
v0e1v1e2v2...ekvk, přičemž (∀i ∈ {1, 2, ..., k}) (ei = {vi−1, vi}) .

Definice 1.6.2. Graf G = (V,E), resp. G = (V,E, ϕ), se nazývá eulerovský (angl. eulerian), existuje-li
v něm ”eulerovský“ cyklus (angl. Euler tour) v0e1v1e2v2...emvm takový, že

(∀i, j ∈ {1, 2, ...,m}) (i 6= j ⇒ ei 6= ej})

a E = {e1, ..., em}, tj. m = #E.

Poznámka. Řekneme, že sled v0e1v1e2v2...ekvk je tah (angl. trail) v G, jestliže

(∀i, j ∈ {1, 2, ..., k}) (i 6= j ⇒ ei 6= ej}) .

Věta 1.6.3. Bud’ G = (V,E) souvislý graf. Potom G je eulerovský, právě když (∀v ∈ V ) (d(v) je sudý).
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Obrázek 1.6.1: Tvorba cyklu v eulerovském grafu

D̊ukaz. ⇒:
G je eulerovský, v G tedy existuje cyklus, který projde všechny hrany, a to každou právě jednou.

Půjdeme-li po tomto cyklu, je zřejmé, že vstouṕıme do každého vrcholu právě tolikrát, kolikrát z něj
vystouṕıme, a to nikdy po hraně, po které jsme již prošli. Z toho plyne, že na každý vrchol je napojen
sudý počet hran.
⇐:

Když má každý vrchol sudý stupeň, tak jeden (v1) vybereme a vydáme se po libovolné hraně, která
z něj vede. Z vrcholu, do nějž jsme se dostali, pokračujeme stejným zp̊usobem dál. Přitom za sebou
obarvujeme hrany a nikdy se nevydáme po hraně, která je již obarvená. Je zřejmé, že jediný vrchol, z
nějž už nebudeme schopni pokračovat dál, je ten, ze kterého jsme zač́ınali. Potom už jsme bud’ prošli
všechny hrany, nebo z několika vrchol̊u vede nenulový, ale sudý počet dosud neobarvených hran. Vybereme
jeden (v2) takový, který lež́ı na cyklu, který jsme již obarvili (to muśı být možné, jinak by graf nebyl
souvislý). Z něj začneme nový cyklus. Po jeho dokončeńı oba cykly sjednot́ıme, a to tak, že p̊uvodńı cyklus
začneme ve v1, přeruš́ıme jej ve v2, provedeme druhý cyklus, a následně dokonč́ıme cyklus p̊uvodńı. Úvahu
lze opakovat, dokud existuj́ı neobarvené hrany. Právě popsaný postup je znázorněn na obrázku 1.6.1.

Poznámka. Existuj́ı také tzv. náhodně eulerovské grafy, které maj́ı jeden vrchol s tou vlastnost́ı, že při
náhodném pr̊uchodu grafu a barveńı cest za sebou lze vždy pokračovat po neobarvených hranách až na
př́ıpad, kdy se nacháźıme ve startovńım vrcholu a všechny hrany už jsou obarvené.

Poznámka. Uvažujme jednotažky takové, že je možné je namalovat jedńım tahem a přitom zač́ıt a skončit
v obecně r̊uzných vrcholech. Tyto jednotažky jsou právě takové souvislé grafy, které splňuj́ı jednu z
následuj́ıćıch dvou podmı́nek (viz obrázek 1.6.2):

1. Všechny vrcholy maj́ı sudý stupeň.

2. Právě dva vrcholy maj́ı lichý stupeň.

1.7 Hamiltonovské kružnice a grafy

Definice 1.7.1. Řekneme, že kružnice v grafu G = (V,E) je hamiltonovská (angl. Hamilton cycle),
jestliže má délku n = #V . Řekneme, že cesta v G je hamiltonovská (angl. Hamilton path), jestliže
má délku n − 1. Graf G se nazývá hamiltonovský (angl. hamiltonian), jestliže obsahuje hamiltonovskou
kružnici.
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Obrázek 1.6.2: Jednotažka se startovńım a ćılovým vrcholem

Poznámka. Půjdeme-li po hamiltonovské cestě, projdeme každým vrcholem grafu právě jednou. Půjdeme-
li po hamiltonovské kružnici, vrát́ıme se nav́ıc do vrcholu, z nějž jsme vyšli. Každý hamiltonovský graf
obsahuje hamiltonovskou cestu.
Poznámka. Problém existence hamiltonovské kružnice v obecném grafu je NP-úplný. To zhruba znamená,
že jej neńı možné řešit algoritmem s lepš́ı než exponenciálńı složitost́ı2.

Věta 1.7.2. (Chvátal, 1972)
Necht’ G = (V,E) je graf a x, y dva jeho vrcholy takové, že dG(x) + dG(y) ≥ n a přitom {x, y} /∈ E.

Potom G je hamiltonovský právě tehdy, když G′ = (V,E ∪ {x, y}) je hamiltonovský.

D̊ukaz. ⇐: Zřejmé.
⇒:

Důkaz provedeme sporem. Necht’ G′ je hamiltonovský a G neńı. Označme si hamiltonovskou kružnici
jako

x = v1, v2, ..., vn−1, vn = y,

tj. jako na obrázku:

t tttttpppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp ppppp ppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp............... ............... ............... ............... .............................. ............... ............... ............... ...............

{x, y}

y

vn−1vk+1

vkv2x

Označme E′ = E ∪ {x, y} a dále definujme množiny

T = { i| {x, vi+1} ∈ E′} ,

S = {j| {y, vj} ∈ E′} .
Potom palt́ı, že S ∩ T = ∅. Kdyby totiž existovalo k ∈ S ∩ T , nastala by tato situace:

t ttttt ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
y

vn−1vk+1

vkv2x

2Uvedeme bez detail̊u jednu z mnoha definic NP-úplnosti (viz. [2]): Problém je otázka, na niž očekáváme odpověd’
ANO/NE. Problém je tř́ıdy NP, existuje-li nedeterministický algoritmus s nejvýše polynomiálńı složitost́ı, který jej rozho-
duje. Problém P0 je NP-těžký, lze-li na něj polynomiálně transformovat libovolný problém P tř́ıdy NP, tj. jednoznačná
transformace zadáńı P na zadáńı P0 má nejvýše polynomiálńı složitost. Problém je NP-úplný, jestliže je NP-těžký a je tř́ıdy
NP.

Jsou známy deśıtky NP-úplných problémů. Přitom, vzhledem k definici NP-úplnosti, najde-li se deterministický algo-
ritmus rozhoduj́ıćı jeden z těchto problémů s polynomiálńı složitost́ı, bude možné rozhodnout každý NP-úplný problém
s polynomiálńı složitost́ı. Dosud se však takový algoritmus nenašel a proto se věř́ı, že NP-úplné problémy nelze řešit v
polynomiálńım čase. Neńı to však dokázáno.

Konečně, každý nedeterministický algoritmus s polynomiálńı složitost́ı lze snadno převést na deterministický algoritmus
s exponenciálńı složitost́ı, což od̊uvodňuje formulaci naš́ı poznámky.
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Jinými slovy, existovala by hamiltonovská kružnice i v p̊uvodńım grafu G, bez přidáńı hrany {x, y}. Dı́ky
tomu plat́ı

#(S ∪ T ) = #S + #T

a nav́ıc zřejmě

#S = dG(y),
#T = dG(x).

Snadno si ověř́ıme, že 0 /∈ T a hlavně n /∈ S ∪ T . Proto

n > #(S ∪ T ) = #S + #T = dG(y) + dG(x),

což je ovšem spor s předpokladem věty.

Chvátalova věta nás opravňuje k následuj́ıćı definici :

Definice 1.7.3. Uzávěrem grafu G = (V,E) rozumı́me minimálńı nadgraf C(G) = (V, Ẽ) grafu G takový,
že pro každé x, y ∈ V, x 6= y plat́ı

{x, y} /∈ E ⇒ dC(G)(x) + dC(G)(y) < n (= #V ) .

Poznámka 1.7.4. Uzávěr grafu je definován jednoznačně.

D̊ukaz. Korektnost (tedy jednoznačnost) definice dokážeme tak, že poṕı̌seme algoritmus konstrukce C(G):

1. Označ́ıme G(0) := G. Dále necht’ i := 0.

2. Použ́ıvejme označeńı G(i) = (V,E(i)). Přǐrad́ıme E(i+1) := E(i).

3. Procháźıme všechny dvojice vrchol̊u x, y grafu G(i) =
(
V,E(i)

)
, které nejsou v hraně, a pokud

plat́ı dG(i)(x) + dG(i)(y) ≥ n, přidáme hranu {x, y} do E(i+1). Poté, co projdeme všechny takové
dvojice, vznikne nový graf G(i+1), v němž d́ıky přidaým hranám mohly vzniknout daľśı dvojice, kde
dG(i+1)(x) + dG(i+1)(y) ≥ n.

4. i := i + 1. Jdeme na krok 2, dokud nenastane G(i+1) = G(i), tj. nebylo již nutné nic přidávat. V
krajńım př́ıpadě to nastane teprve tehdy, když G(i) je už úplný graf.

5. C(G) := G(i).

Důsledek 1.7.5. Graf G je hamiltonovský, právě když C(G) je hamiltonovský.

D̊ukaz. Postupné přidáváńı takových hran do G, pro které součet stupň̊u jejich koncových vrchol̊u je
alespoň n, podle Chvátalovy věty neměńı ”hamiltonovskost“ grafu G.

Triviálńım d̊usledkem předchoźıho tvrzeńı je i věta, kterou však nezávisle na Chvátalovi formuloval
Dirac (mladš́ı) již v roce 1952:

Věta 1.7.6. (Dirac, 1952)
Necht’ G = (V,E) je graf, n = #V . Jestlǐze δ ≥ n

2 , potom G je hamiltonovský.

D̊ukaz. Podmı́nka δ ≥ n
2 zřejmě vynucuje, aby C(G) byl úplný graf, který je samozřejmě hamiltonovský.

Proto i G je hamiltonovský.

Lze tedy shrnout, že postačuj́ıćı podmı́nkou pro to, aby graf byl hamiltonovský, je ”dostatek“ hran.

Věta 1.7.7. Necht’ G = (V,E) je graf se skóre d1 ≤ d2 ≤ ... ≤ dn. Jestlǐze skóre G má vlastnost(
∀k < n

2

)
(dk ≤ k ⇒ dn−k ≥ n− k) ,

pak G je hamiltonovský.
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D̊ukaz. Stejně jako v d̊ukazu Diracovy věty se ukáže, že uvedená podmı́nka již implikuje C(G) = Kn.

Věta 1.7.8. Necht’ G = (V,E), x /∈ V . Označme G′ = (V ∪ {x}, E ∪ {{x, v}| v ∈ V }). Potom G obsahuje
hamiltonovskou cestu, právě když G′ je hamiltonovský.

D̊ukaz. je téměř zřejmý.

Věta 1.7.9. Každý samokomplementárńı graf obsahuje hamiltonovskou cestu.

D̊ukaz. Necht’ G = (V,E) je samokomplementárńı graf, s vrcholy uspořádanými tak, že jejich stupně
(skóre grafu G) splňuj́ı d1 ≤ d2 ≤ ... ≤ dn. Potom jeho doplněk má skóre

n− 1− d1︸ ︷︷ ︸
dn

≥ n− 1− d2︸ ︷︷ ︸
dn−1

≥ ... ≥ n− 1− dn︸ ︷︷ ︸
d1

.

G je ovšem samokomplementárńı, tj.G ∼ Ḡ, neboli oba grafy jsou až na označeńı vrchol̊u stejné. Vzhledem
k vzestupnému uspořádáńı vchol̊u grafu G podle velikosti jejich stupň̊u pak muśı platit vztah naznačený
svorkami:

(∀i ∈ n̂) (di = n− 1− dn+1−i)

Nyńı z G utvoř́ıme graf G′ = (V ∪ {x}, E ∪ {{x, v}| v ∈ V }) kde x /∈ V a o něm ukážeme, že je
hamiltonovský. Uděláme to tak, že ověř́ıme podmı́nku věty 1.7.7. Potom z věty 1.7.8 již plyne doka-
zované tvrzeńı.

Označme si d′i stupně vrchol̊u grafu G′. Potom zřejmě pro všechna i ∈ n̂ plat́ı d′i = di + 1 a d′n+1 = n.
Zvolme nyńı k < n+1

2 a ověřme zmı́něnou podmı́nku. Postupně plat́ı

d′k ≤ k ⇔ dk + 1 ≤ k ⇔ (n− 1− dn+1−k) + 1 ≤ k ⇔

⇔ n− k ≤ dn+1−k ⇔ (n+ 1)− k < (dn+1−k + 1) ⇔ (n+ 1)− k ≤ d′(n+1)−k.

1.8 Párováńı v grafech

Definice 1.8.1. Bud’ G = (V,E) graf. Párováńı (angl. matching) v G je podmnožina M ⊂ E taková,
že

(∀e, f ∈ E) (e 6= f ⇒ e ∩ f = ∅) ,

tj. žádné dvě hrany nesd́ıĺı koncový vrchol.

Definice 1.8.2. Řekneme, že párováńı M je maximálńı, pokud pro každé jiné párováńı M ′ plat́ı #M ≥
#M ′.

Př́ıklad. K tomuto párováńı nelze přidat žádnou hranu, ale neńı to maximı́lńı párováńı:vvv v
Maximálńı párováńı je až toto: vvv v

Definice 1.8.3. Necht’ M je párováńı v G = (V,E). Vrchol v ∈ V takový, že (∃e ∈M) (v ∈ e), nazýváme
M -saturovaný. Je-li každý vrchol z V M -saturovaný, ř́ıkáme, že M je perfektńı párováńı.

Poznámka. Každé perfektńı párováńı je maximálńı. Nutná podmı́nka pro existenci perfektńıho párováńı
je, aby #V byl sudý.

Poznámka. Takto se zlepšovala složitost známých algoritmů pro nalezeńı perfektńıho párováńı:

1965 O(n4)

1969 O(n3)
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Obrázek 1.8.1: Benzenové jádro a teoretické sloučeniny

1974 O(n ·m) (přitom ovšem m ≤
(
n
2

)
= O(n2))

1980 O(n
1
2 ·m)

Poznámka. Necht’ G = (V1 ∪V2, E) je bipartitńı graf (třeba množina žen a muž̊u - hrany pak určuj́ı, kdo
se s kým zná). Ptejme se, zda má graf perfektńı párováńı (zda si každý může vybrat partnera mezi těmi,
které zná, a nikdo nez̊ustane sám). Nutnou podmı́nkou je zřejmě

#V1 = #V2.

Dále si připomeňme, jak vypadá adjacenčńı matice bipartitńıho grafu s vhodně uspořádanými vrcholy:

AG =
(

0 B

BT 0

)
,

kde B = (bij) . Je-li π ∈ Sn, tj. je to permutace π : n̂ 7→ n̂ , pak

M =
{
{vi, vπ(i)}

∣∣ i ∈ n̂}
představuje perfektńı párováńı, právě když

b1π(1)b2π(2) · · · bnπ(n) = 1.

Počet perfektńıch párováńı v G je potom roven permanentu matice B, tj. č́ıslu

perB =
∑
π∈Sn

b1π(1)b2π(2) · · · bnπ(n).

Na rozd́ıl od výpočtu determinantu je však výpočet permanentu matice NP-úplná úloha. O existenci
perfektńıho párováńı v bipartitńım grafu tedy neńı vhodné rozhodovat na základě podmı́nky perB > 0.
Následuj́ıćı výklad ukáže mimo jiné postačuj́ıćı podmı́nku existence perfektńıho párováńı.

Př́ıklad. Pojem perfektńı párováńı nenalézá uplatněńı pouze v tanečńıch kursech, nýbrž např́ıklad i
v organické chemii. Jak známo, dvojné vazby v benzenovém jádře nemaj́ı ve skutečnosti jednoznačné
umı́stěńı, a proto se někdy v jeho vzorci kresĺı mı́sto samotných vazeb jen ”kolečko“. Plat́ı, že nutnou
podmı́nkou pro existenci sloučeniny složené z benzenových jader je, aby graf tvořený jej́ım vzorcem měl
perfektńı párováńı. Přitom sloučenina je t́ım stabilněǰśı, č́ım v́ıce r̊uzných perfektńıch párováńı existuje.
(viz. obrázek 1.8.1)

Definice 1.8.4. Necht’M je párováńı v grafuG = (V,E). Řekneme, že cesta v0, v1, ..., vk jeM -stř́ıdaj́ıćı,
pokud ∀i ∈ {1, 2, ..., k−1} plat́ı {vi−1, vi} ∈M ⇔ {vi, vi+1} /∈M . M -stř́ıdaj́ıćı cestu v0, v1, ..., vk nazveme
M -zlepšuj́ıćı, pokud vrcholy v0 a vk nejsou M -saturovány.
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Obrázek 1.8.2: M -stř́ıdaj́ıćı cesta

Poznámka. Každá M -zlepšuj́ıćı cesta má zřejmě lichou délku. Na obrázku 1.8.2 je M -stř́ıdaj́ıćı cesta,
která neńı M -zlepšuj́ıćı. Ani jej́ı úsek v1, ..., v4 neńı M -zlepšuj́ıćı, protože vrchol v1 je M -saturován. V
následuj́ıćıch d̊ukazech bude potřeba si podobné skutečnosti plynoućı z definic dobře uvědomovat.

Definice. Bud’te A,B dvě množiny. Symetrickou diferenćı množin A,B rozumı́me množinu

A∆B = (A\B) ∪ (B\A) = (A ∪B) \ (A ∩B) .

Věta 1.8.5. (Berge, 1957)
Párováńı v grafu G je maximálńı právě tehdy, když v G neexistuje M -zlepšuj́ıćı cesta.

D̊ukaz. Oba směry ekvivalence dokážeme sporem.
⇒:

Necht’ M je maximálńı a přitom existuje M -zlepšuj́ıćı cesta, kterou označ́ıme P . Definujeme nyńı
párováńı

M ′ = M∆P.

Řečeno slovy: M ′ vznikne tak, že mimo cestu necháme M jak je a na cestě dáme do M ′ naopak jen ty
hrany, které nejsou v M . Je zřejmé, že M ′ bude opět párováńı, přičemž #M ′ > #M , a to je spor.
⇐:

Necht’ v G neexistuje M -zlepšuj́ıćı cesta a přitom M neńı maximálńı. Potom existuje párováńı M ′

takové, že #M ′ > #M . Definujme nyńı graf

H = (V,M∆M ′).

Potom je zřejmé, že H se skládá jen z kružnic a cest, na nichž se stř́ıdaj́ı hrany z M a z M ′ (to také
znamená, že v H jsou všechny kružnice sudé délky). Protože #M ′ > #M , tak také M∆M ′ obsahuje v́ıce
hran z M ′ než z M . Z toho plyne, že v H muśı existovat alespoň jedna cesta liché délky, která obsahuje
2k + 1 (k ∈ N0) hran, z toho k hran je z M a k + 1 hran je z M ′, a nav́ıc jej́ı koncové vrcholy nejsou
M -saturovány v G. (Posledńı vlastnost lze formulovat i tak, že uvedená cesta neńı vlastńım podgrafem
nějaké cesty v H - nejde už prodloužit.). Tato cesta je ovšem M -zlepšuj́ıćı, což je spor.

1.8.1 Párováńı v bipartitńıch grafech

Definice 1.8.6. Množinou soused̊u (angl. neighbours) vrcholu v v grafu G = (V,E) rozumı́me množinu

N(v) = {u ∈ V | {u, v} ∈ E} .

Množinou soused̊u vrchol̊u z množiny S ⊂ V rozumı́me množinu

N(S) =
⋃
v∈S

N(v).

Věta 1.8.7. (Hall, 1935)
Necht’ G = (V1 ∪V2, E) je bipartitńı graf. Potom v G existuje párováńı saturuj́ıćı celé V1 právě tehdy,

když
(∀S ⊂ V1) (#N(S) ≥ #S) .
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D̊ukaz. ⇒:
Je-li celé V1 saturováno, je každý vrchol z V1 spárován s nějakým vrcholem z V2. Pro libovolnou S ⊂ V1

je tedy #S vrchol̊u z V1 spojeno s nejméně #S vrcholy z V2, takže #N(S) ≥ #S.
⇐:

Sporem. Bud’ M maximálńı párováńı v G, které podle předpokladu nesaturuje celé V1. Existuje tedy
u ∈ V1 takové, že neńı M -saturováno. Pokud zvoĺıme S = {u}, tak #N(S) ≥ 1, takže d(u) ≥ 1. Definujme
množiny

X = {v ∈ V1| z u do v existuje M -stř́ıdaj́ıćı cesta} ,

Y = {v ∈ V2| z u do v existuje M -stř́ıdaj́ıćı cesta} .

Potom zřejmě u ∈ X (existuje M -stř́ıdaj́ıćı cesta délky 0 z u do u). Protože u neńı M -saturován, tak
na M -stř́ıdaj́ıćıch cestách z u do vrchol̊u ve V1 i V2 neńı prvńı hrana z M . Po každé takové cestě tedy
jdeme z V1 do V2 po hraně, která neńı v M , a do V1 se vraćıme po hraně, která je v M . Dále plat́ı,
že každá maximálńı3 M -stř́ıdaj́ıćı cesta vycházej́ıćı z u konč́ı ve V1, protože v opačném př́ıpadě by byla
M -zlepšuj́ıćı. To by ale podle Bergeovy věty byl spor s t́ım, že M je maximálńı párováńı. Každý vrchol
v ∈ Y je tedy spojen hranou z množiny M s nějakým vrcholem w ∈ X, w 6= u. Je také jasné, že každý
soused libovolného vrcholu z X muśı ležet v Y . Shrneme-li provedené úvahy, lze psát

#X = #Y + 1

a také
N(X) = Y,

takže #X > #Y = #N(X), což je spor.

Důsledek 1.8.8. Když G = (V1 ∪ V2, E) je bipartitńı graf, tak v G existuje perfektńı párováńı, právě
když

(∀S ⊂ V1) (#N(S) ≥ #S)

a zároveň
(∀S ⊂ V2) (#N(S) ≥ #S) .

Definice 1.8.9. Graf G = (V,E) nazveme r-regulárńı, jestliže

δ(G) = ∆(G) = r,

tj. (∀v ∈ V )(dG(v) = r).

Důsledek 1.8.10. (”sňatkový problém“)
Necht’ G = (V1 ∪ V2, E) je r-regulárńı bipartitińı graf, r ≥ 1. Potom G má perfektńı párováńı.

D̊ukaz. Ověř́ıme předpoklady na pravé straně ekvivalence v d̊usledku 1.8.8. Vezměme S ⊂ V1, označme
E1 množinu hran, které maj́ı jeden konec v S (druhé konce těchto hran tvoř́ı N(S)) a dále označme E2

množinu hran, které maj́ı jeden konec v N(S). Potom je zřejmé, že E1 ⊂ E2, takže #E2 ≥ #E1. Z
r-regularity grafu G však plyne

#E1 = r ·#S,
#E2 = r ·N(S).

Po zkráceńı č́ıslem r > 0 dostáváme pro libovolnou podmnožinu S ⊂ V1 nerovnost #N(S) ≥ #S.
Naprosto totéž lze provést i pro S ⊂ V2, č́ımž je d̊ukaz ukončen. Poznamenejme, že z obou nerovnost́ı též
okamžitě plyne samozřejmá podmı́nka #V1 = #V2.

Věta 1.8.11. Necht’ G = (V,E) je graf. Potom v G existuje perfektńı párováńı, právě když

(∀S ⊂ V ) (#S ≥ o(G\S)) ,

kde o(G\S) je počet komponent grafu G\S, které maj́ı lichý počet vrchol̊u.
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Obrázek 1.8.3: Komponenty se sudým (S) a lichým (L) počtem vrchol̊u

D̊ukaz. Ukážeme pouze implikaci zleva doprava, opačný směr je obt́ıžný. Pro libovolnou S ⊂ V lze situaci
znázornit jako na obrázku 1.8.3. V p̊uvodńım grafu zřejmě nemohla existovat komponenta s lichým počtem
vrchol̊u, protože v ńı nelze nalézt párováńı saturuj́ıćı všechny vrcholy. Po odebráńı množiny S vznikne
určitý počet komponent s lichým počtem vrchol̊u, a každá z nich muśı obsahovat alespoň jeden vrchol,
který je v perfektńım párováńı spárován s vrcholem z S. To už znamená, že #S ≥ o(G\S).

1.9 Toky v śıt́ıch

Definice 1.9.1. Necht’ V je konečná množina, A ⊂ V × V . Uspořádanou dvojici D = (V,A) nazýváme
orientovaným grafem (angl. directed graph, ”digraph“ ). Prvky množiny A se nazývaj́ı orientované hrany
(angl. arcs).

Definice 1.9.2. Necht’ D = (V,A) je orientovaný graf, X ⊂ V , Y ⊂ V , X,Y 6= ∅ a necht’ je dáno
zobrazeńı c : A 7→ N. Potom uspořádaná čtveřice (D,X, Y, c) se nazývá śıt’ (angl. network).

Vrcholy z X se nazývaj́ı zdroje (angl. sources), vrcholy z Y spotřebiče (angl. sinks), vrcholy z
I := V \X\Y se nazývaj́ı uzlové body (angl. intermediate vertices). Pro a ∈ A představuje c(a) kapacitu
hrany a.

Definice 1.9.3. Necht’ N = (D,X, Y, c) je śıt’. Zobrazeńı f : A 7→ R+
0 nazveme tokem v śıti N , jestliže

plat́ı

1. (∀a ∈ A) (f(a) ≤ c(a)), tj. tok po hraně je omezen jej́ı kapacitou,

2. (∀v ∈ I)

( ∑
(u,v)∈A

f ((u, v)) =
∑

(v,u)∈A
f ((v, u))

)
, tj. v uzlových bodech plat́ı, že ”co do vrcholu vtéká,

to z něj také vytéká“.

Definice 1.9.4. Necht’ f je tok v śıti N = (D,X, Y, c). Necht’ S ⊂ V je taková, že X ⊂ S, S ∩ Y = ∅.
Označme S̄ = V \S. Potom dvojici (S, S̄) nazýváme řezem (angl. cut) v śıti N . Kapacitou řezu (S, S̄)
rozumı́me č́ıslo

c
(
(S, S̄)

)
=

∑
(u,v)∈A

u∈S,v∈S̄

c ((u, v))

Dále označme
f+(S) =

∑
(u,v)∈A

u∈S,v∈S̄

f(u, v)−
∑

(u,v)∈A

u∈S̄,v∈S

f(u, v).

3Maximálńı M -stř́ıdaj́ıćı cestou rozumı́me takovou cestu, která neńı vlastńım podgrafem nějaké M -stř́ıdaj́ıćı cesty. Jinými
slovy to znamená, že už nejde prodloužit, aniž by přestala být M -stř́ıdaj́ıćı.
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Obrázek 1.9.1: Tok v śıti a minimálńı řez

Č́ıslo val f := f+(X) nazýváme hodnotou toku f (angl. value of f) v śıti N .

Poznámka. Je snadné ukázat, že pro každý řez (S, S̄) v śıti N plat́ı f+(S) = f+(X). Formálně by to bylo
možné provést postupnou konstrukćı množiny S z množiny X přidáváńım vrchol̊u jednoho po druhém.
Z definice toku f pak plyne, že přidáńı jediného vrcholu do S nezměńı hodnotu f+(S).

Definice 1.9.5. Tok f v śıti N nazveme maximálńı, jestliže pro každý jiný tok f̃ v N plat́ı val f ≥ val f̃ .

Pozorováńı 1.9.6. Pro každý tok f a řez (S, S̄) v śıti N plat́ı

val f ≤ c
(
(S, S̄)

)
.

Poznámka 1.9.7. Speciálně plat́ı, že hodnota maximálńıho toku je ≤ než hodnota minimálńıho řezu, tj.
řezu s nejmenš́ı kapacitou. Najdeme-li tok f a řez (S, S̄) tak, že

val f = c
(
(S, S̄)

)
,

pak tok f je maximálńı a řez (S, S̄) je minimálńı.

Př́ıklad. Na obrázku 1.9.1 jsou ř́ımskými č́ıslicemi vyznačeny kapacity hran a arabskými č́ıslicemi tok
f po jednotlivých hranách. Dále jsou tam vyznačeny řezy (S1, S̄1), (S2, S̄2), (S3, S̄3) a jejich kapacity.
Protože val f = 5 = c

(
(S2, S̄2)

)
, je řez (S2, S̄2) minimálńı a tok f je maximálńı.

Poznámka. Každou śıt’ lze snadno převést na śıt’ s jediným zdrojem a jediným spotřebičem. Přidáme
zdroj x0, spotřebič y0 a všechny p̊uvodńı zdroje spoj́ıme s vrcholem x0 hranami o dostatečně velké kapacitě
(např. rovné součtu všech kapacit v śıti). To samé provedeme pro spotřebiče. Dı́ky tomu můžeme dále bez
újmy na obecnosti uvažovat pouze śıtě s jediným zdrojem a jediným spotřebičem, které budeme mı́sto
(D, {x0}, {y0}, c) značit jen jako (D,x0, y0, c).

1.9.1 Hledáńı maximálńıho toku pomoćı f-nenasycených cest

Definice 1.9.8. Necht’ f je tok v śıti N = (D,x0, y0, c) a necht’ P je neorientovaná4 (!!) cesta s
počátečńım vrcholem x0. Pro každou hranu a ∈ P 5 položme

ι(a) =

{
c(a)− f(a) je-li a (na cestě P ) orientována ve směru z x0

f(a) je-li a (na cestě P ) orientována ve směru do x0

4Cestu P uvažujeme tak, jako kdyby graf D nebyl orientovaný, tj. každé hraně a = (u, v) odpov́ıdá neoriento-
vaná hrana {u, v}. Formálně můžeme zapsat, že orientovanému grafu D = (V, A) př́ısluš́ı neorientovaný graf GD =
(V, {{u, v}| (u, v) ∈ A}).

5Pokud uvažujeme P jako podgraf GD, pak bychom měli psát sṕı̌se
”
a ∈ A taková, že a = (u, v) a {u, v} ∈ E(P )“.
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Obrázek 1.9.2: f -nenasycená cesta v śıti

Jestliže ι(P ) := mina∈P ι(a) > 0, pak řekneme, že cesta P je f -nenasycená.

Př́ıklad. Na obrázku 1.9.2 je tlustou čarou znázorněna f -nenasycená cesta P . Význam č́ıslic je vysvětlen
v minulém př́ıkladě. Podle definice zjist́ıme, že ι(P ) = 2. Nyńı uprav́ıme tok v śıti následovně. Na hranách,
které vedou po cestě P ve směru od x, zvýš́ıme tok o ι(P ) a na hranách vedoućıch po P ve směru do x
sńıž́ıme tok o ι(P ). Potom nové zobrazeńı f̃ , které vznikne z f uvedenými úpravami, je opět f̃ : A 7→ R+

0

a též prvńı podmı́nka na tok v definici 1.9.3 je zřejmě splněna. Co se týká druhé podmı́nky, lze situace,
které nastanou na cestě P , shrnout na následuj́ıćıch schématech:v

v
v
v

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
+ι(P ) +ι(P )

+ι(P ) +ι(P )

−ι(P ) −ι(P )

−ι(P ) −ι(P )

Je vidět, že at’ jsou hrany na vrcholech cesty P orientovány jakkoliv, bude v každém uzlovém bodě stále
zachována bilance ”vtoku“ a ”výtoku“. Proto f̃ je tok, který má hodnotu val f̃ = val f + ι(P ).

Věta 1.9.9. Tok f v śıti N = (D,x0, y0, c) je maximálńı tehdy a jen tehdy, když neexistuje f-nenasycená
cesta konč́ıćı ve spotřebiči y0.

D̊ukaz. ⇒:
Důkaz této implikace bude v podstatě shrnut́ım úvah provedených v minulém př́ıkladu. Postupujme

sporem: necht’ existuje f -nenasycená cesta P konč́ıćı v y0. Potom definujeme zobrazeńı f̃ takto:

• ∀a ∈ A, a /∈ P polož́ıme f̃(a) = f(a),

• ∀a ∈ A, a ∈ P , která je po cestě P orientována ve směru z x0 do y0, polož́ıme f̃(a) = f(a) + ι(P ),

• ∀a ∈ A, a ∈ P , která je po cestě P orientována ve směru z y0 do x0, polož́ıme f̃(a) = f(a)− ι(P ).

Potom je opět (∀a ∈ A)
(
0 ≤ f̃(a) ≤ c(a)

)
a rovněž (∀v ∈ I)

( ∑
(u,v)∈A

f̃ ((u, v)) =
∑

(v,u)∈A
f̃ ((v, u))

)
, takže

f̃ je tok a pro jeho hodnotu plat́ı
val f̃ = val f + ι(P ) > val f,
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Obrázek 1.9.3: Algoritmus hledáńı maximálńıho toku pomoćı f -nenasycených cest

což je spor s maximalitou toku f .
⇐:

Definujme
M = {v ∈ V | ∃f -nenasycená cesta z x0 do v} .

Potom x0 ∈ M a z předpokladu plat́ı y0 /∈ M . (M,M̄) je tedy řez v śıti N . Potom na každé hraně
a = (u, v) ∈ A, u ∈ M,v ∈ M̄ muśı z definice M platit ι(a) = 0, neboli f(a) = c(a), jinak by totiž
v ∈M . Stejně tak i na každé hraně a = (u, v) ∈ A, u ∈ M̄, v ∈M muśı být ι(a) = 0, což v tomto př́ıpadě
odpov́ıdá (z definice ι(a)) rovnosti f(a) = 0. Proto plat́ı

c
(
(M,M̄)

)
=

∑
(u,v)∈A

u∈M,v∈M̄

c ((u, v)) = f+(M) = f+(x0) = val f.

Našli jsme tedy řez, pro nějž je c
(
(M,M̄)

)
= val f , a tedy podle poznámky 1.9.7 je f maximálńı tok.

Poznámka. Celoč́ıselnost kapacit hran (tj. funkce c) zaručuje, že algoritmus hledáńı maximálńıho toku
funguj́ıćı na principu hledáńı nenasycených cest je finitńı. Pokud totiž zač́ıná s tokem f(a) = 0 pro každé
a ∈ A, tak v každém kroku zvedne hodnotu toku o ι(P ) ≥ 1, přičemž kapacita minimálńıho řezu, které
nakonec hodnota toku f dosáhne, je rovněž konečné přirozené č́ıslo. Nav́ıc val f ∈ N0 v každém kroku.

Př́ıklad. Na obrázku 1.9.3 je vidět, že algoritmus nemuśı být př́ılǐs efektivńı. Pokud bude stř́ıdavě volit
f -nenasycené cesty P1 a P2, zvýš́ı v každém kroku hodnotu toku pouze o 1. (č́ısla m a 1 u jednotlivých
hran udávaj́ı jejich kapacity)

Poznámka. Algoritmus hledáńı maximálńıho toku pomoćı f -nenasycených cest lze použ́ıt k nalezeńı
perfektńıho párováńı v bipartitińım grafu G = (V1∪V2, E). Tomuto grafu přǐrad́ıme śıt’ N = (D,x0, y0, c)
definovanou takto:

• D = ({x0, y0} ∪ V,A), kde

• A = { (x0, v)| v ∈ V1} ∪ { (u, v)|u ∈ V1 ∧ v ∈ V2 ∧ {u, v} ∈ E} ∪ { (v, y0)| v ∈ V2} a

• (∀a ∈ A) (c(a) = 1).

To znamená, že přidáme vrcholy x0 a y0, z x0 vedeme hrany do všech vrchol̊u ve V1, mezi V1 a V2 orientu-
jeme existuj́ıćı hrany ve směru do V2 a ze všech vrchol̊u z V2 vedeme hrany do y0. Všechny hrany maj́ı jed-
notkovou kapacitu. Najděme nyńı maximálńı tok pomoćı našeho algoritmu. Potom (∀a ∈ A) (f(a) ∈ {0, 1}),
tj. neexistuj́ı hrany s neceloč́ıselným tokem6. Označme

M =

{u, v} ∈ E| f((u, v)︸ ︷︷ ︸
∈A

) = 1

 .

6Obecně lze naj́ıt maximálńı tok i s neceloč́ıselnými hodnotami funkce f . Proto je d̊uležité, že použ́ıváme algoritmus
hledáńı f -nenasycených cest!
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Potom M je maximálńı párováńı: Předevš́ım se zřejmě jedná o párováńı, jinak by byla porušena druhá
podmı́nka v definici toku 1.9.3. Např́ıklad z žádného v ∈ V1 nemohou vycházet dvě hrany, pro něž je
f = 1, protože do v může přitékat maximálně jednotkový tok (z x0). Dále plat́ı, že val f = #M , z čehož
už plyne, že párováńı M je maximálńı. V opačném př́ıpadě by totiž existovalo párováńı M ′, #M ′ > #M
a k němu by bylo možné naj́ıt tok f ′, pro který #M ′ = val f ′ > val f = #M , a tok f by nebyl maximálńı.

1.10 Hranové obarveńı grafu

Definice 1.10.1. Necht’ G = (V,E) je graf, k ∈ N. Zobrazeńı ϕ : E 7→ k̂ nazveme k-hranové obarveńı
grafu G (angl. k-edge colouring). ϕ se nazývá vlastńı (angl. proper) k-hranové obarveńı grafu G, pokud

(∀e, f ∈ E, e 6= f) (ϕ(e) = ϕ(f)⇒ e ∩ f = ∅) ,

tj. pokud hrany se stejnou barvou nemaj́ı společný konec. Hranová barevnost (angl. edge chromatic
number) χ′(G) grafu G je minimálńı k takové, že G má vlastńı k-hranové obarveńı.

Poznámka. χ′(G) ≥ ∆(G).

Poznámka. ϕ je vlastńı k-hranové obarveńı gafu G, právě když pro každé i ∈ k̂ ϕ−1(i) (všechny vrcholy
barvy i) představuje párováńı.

Důsledek. Hranová barevnost grafu G = (V,E) je minimálńı počet disjunktńıch párováńı, jejichž sjed-
noceńım je celé E.

Úmluva. V d̊ukazech budeme často použ́ıvat obrat ”G lze obarvit k barvami“. Máme t́ım vždy na mysli

”existuje vlastńı k-hranové obarveńı grafu G“. Stejným zp̊usobem budeme hovořit o grafech i v daľśı
kapitole, zabývaj́ıćı se vrcholovým obarveńım.

1.10.1 Problém rozvrhu hodin

Př́ıklad. Uvažujme bipartitńı graf G = (V1 ∪ V2, E), kde V1 představuje množinu učitel̊u a V2 množinu
kroužk̊u. Z u ∈ V1 vede do v ∈ V2 m hran, pokud učitel u uč́ı v kroužku v m hodin (např. týdně).
Nalezneme obarveńı grafu G, a potom hrany stejné barvy, představuj́ıćı párováńı v G, znamenaj́ı stejný
čas (hodinu, termı́n) přednášky. Zat́ım však neuvažujeme omezeńı počtem volných mı́stnost́ı.

Věta 1.10.2. Je-li G = (V1 ∪ V2, E) bipartitńı graf, tak plat́ı χ′(G) = ∆(G).

Úmluva. Vzhledem k velmi častému výskytu symbolu ∆(G) označuj́ıćıho maximálńı stupeň grafu G v
následuj́ıćım výkladu budeme mı́sto ∆(G) psát jen ∆.

D̊ukaz. Využijeme d̊usledku 1.8.10 (sňatkového problému), který ř́ıká, že r-regulárńı bipartitńı graf má
perfektńı párováńı. Z G nejdř́ıve takový graf vyrob́ıme, a to takto:

1. Necht’ BÚNO #V1 > #V2. Potom doplńıme do V2 potřebný počet izolovaných vrchol̊u, vznikne tak
V ′

2 , #V1 = #V ′
2 .

2. Ve V1 vybereme libovolný vrchol u se stupňem dG(u) < ∆. Potom i ve V ′
2 muśı existovat vrchol v

se stupňem dG(v) < ∆. Vrcholy u, v spoj́ıme hranou. Tento krok opakujeme, dokud je to možné,
přičemž skonč́ıme zřejmě právě tehdy, když všechny vrcholy budou mı́t stupeň roven ∆.

Dostaneme nový ∆-regulárńı graf G̃ = (V1∪V ′
2 , Ẽ). Najdeme v něm perfektńı párováńı M , všechny hrany

z M obarv́ıme barvou ∆ a následně je z grafu G̃ odstrańıme. T́ım źıskáme (∆− 1)-regulárńı graf a úvahu
můžeme opakovat, dokud zbývaj́ı nějaké hrany. Výsledkem bude, že nakonec p̊uvodńı ∆-regulárńı graf
G̃ bude obarven ∆ barvami. To znamená, že i jeho podgraf G lze obarvit ∆ barvami, takže χ′(G) ≤ ∆.
Vı́me však, že vždy plat́ı χ′(G) ≥ ∆, a tvrzeńı je tedy dokázáno.

Lemma 1.10.3. Necht’ M1,M2 jsou dvě disjunktńı párováńı v grafu G = (V,E) taková, že #M1 > #M2.
Potom existuj́ı disjunktńı párováńı N1, N2 v G taková, že:
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1. N1 ∪N2 = M1 ∪M2,

2. #N1 = #M1 − 1, #N2 = #M2 + 1, tj. N1, N2 maj́ı menš́ı rozd́ıl v počtu prvk̊u.

D̊ukaz. Definujme graf H = (V,M1 ∪M2). Potom zřejmě (∀v ∈ V ) (dH(v) ≤ 2). H je sjednoceńım izolo-
vaných vrchol̊u, cest a kružnic sudé délky, čehož jsme již jednou využili v d̊ukazu Bergeovy věty 1.8.5.
Protože #M1 > #M2, muśı v H existovat cesta liché délky 2k+ 1, která má k hran z M2 a k+ 1 hran z
M1. Tuto cestu označ́ıme P . Nyńı definujeme

N1 = (M1\P ) ∪ (P ∩M2),
N2 = (M2\P ) ∪ (P ∩M1),

tj. na cestě P vyměńıme hrany mezi M1 a M2, mimo cestu zařad́ıme do Ni stejné hrany jako jsou
v Mi. N1, N2 jsou opět párováńı a přitom si lze snadno rozmyslet, že splňuj́ı oba body dokazovaného
lemmatu.

Př́ıklad. Vrat’me se nyńı k problému rozvrhu hodin. Necht’ l je počet dostupných mı́stnost́ı a m = #E,
tj. celkový počet r̊uzných vyučovaćıch hodin všech kroužk̊u. Potom počet r̊uzných čas̊u (termı́n̊u, angl.
period) P potřebných pro výuku muśı splňovat P ≥

⌈
m
l

⌉
. Rovněž plat́ı P ≥ ∆, protože ∆ = χ′(G), tj.

počet r̊uzných barev v nejlepš́ım možném obarveńı bipartitńıho grafu G. Celkově tedy plat́ı

P ≥ max
{⌈m

l

⌉
,∆
}
.

Předpokládejme, že l = 6. Snadno si lze představit př́ıpad bipartitńıho grafu, pro který plat́ı ∆ = 2 a
v němž najdeme jeho hranové obarveńı dvěma barvami, tj. dvě disjunktńı párováńı M1,M2, pro něž plat́ı
#M1 = 8,#M2 = 2 a M1 ∪M2 = E. Potom počet potřebných čas̊u pro výuku bude P = 3, protože blok
přednášek M1, které by teoreticky (bez daľśıch omezeńı) mohly prob́ıhat současně, bude nutné rozdělit na
dvě části kv̊uli nedostatku mı́stnost́ı. Opakovanou aplikaćı minulého lemmatu však lze postupně upravit
párováńı M1,M2 tak, že #M1 = #M2 = 5. Potom již bude potřeba pouze P = 2 = max

{⌈
10
6

⌉
, 2
}

r̊uzných čas̊u.
V následuj́ıćım ukážeme, že vždy existuje takový rozvrh, pro nějž plat́ı

P = max
{⌈m

l

⌉
,∆
}
.

Začneme obecnou úvahou. Necht’ existuje p disjunktńıch párováńıM1, ...,Mp vG, pro něž plat́ı
⋃
i∈p̂Mi =

E. Potom opakovaným použit́ım předchoźıho lemmatu lze tato párováńı upravit tak, že

((∀i, j ∈ p̂) (|#Mi −#Mj | ≤ 1)) ,

tj. hrany jsou co nejrovnoměrněji rozděleny do jednotlivých párováńı, a tak v každém párováńı je nejvýše⌈
m
p

⌉
hran. V takovém př́ıpadě je maximálńı počet hran v párováńı, tj. č́ıslo maxi∈p̂ #Mi, nejmenš́ı možné.

Nyńı již dokážeme uvedený vztah. Najděme obarveńı grafu G ∆ barvami. Potom źıskáme ∆ disjunk-
tńıch párováńı

M1 = ϕ−1(1), ...,M∆ = ϕ−1(∆).

1. Necht’
⌈
m
l

⌉
< ∆. Potom chceme dokázat P = ∆. Párováńı M1, ...,M∆ uprav́ıme popsaným postu-

pem tak, že (
∀i ∈ ∆̂

)(
#Mi ≤

⌈m
∆

⌉)
.

Z předpokladu však postupně plat́ı, že⌈m
l

⌉
< ∆⇒ m

l
< ∆⇒ m

∆
< l⇒

⌈m
∆

⌉
≤ l.

To znamená, že každé párováńı Mi lze považovat za blok současně prob́ıhaj́ıćı výuky, protože se
vždy vejde do dostupných mı́stnost́ı. Proto P = ∆.
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2. Necht’
⌈
m
l

⌉
≥ ∆. Potom chceme dokázat P =

⌈
m
l

⌉
. Je jasné, že existuje-li v G ∆ disjunktńıch

párováńı, pak existuje i
⌈
m
l

⌉
disjunktńıch párováńı. Stač́ı totiž potřebný počet párováńı rozdělit

na dvě nebo v́ıce disjunktńıch párováńı, nebo definovat Mi = ∅ pro každé ∆ < i ≤
⌈
m
l

⌉
. Párováńı

M1, ...,Mdm
l e pak uprav́ıme tak, aby

(
∀i ∈

{
1, 2, ...,

⌈m
l

⌉})(
#Mi ≤

⌈
m⌈
m
l

⌉⌉) .
Nyńı opět ukážeme, že tato párováńı už lze brát jako bloky současně prob́ıhaj́ıćı výuky, protože se
vejdou do l mı́stnost́ı. Plat́ı totiž: ⌈

m⌈
m
l

⌉⌉ ≤ ⌈ m(
m
l

)⌉ = dle = l.

1.10.2 Vizingova věta

Věta 1.10.4. (Vizing)
Pro libovolný graf G plat́ı χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.

Poznámka. Protože v́ıme χ′(G) ≥ ∆, tak Vizingova věta znamená, že hranová barevnost grafu může
vlastně nabývat jen dvou hodnot: ∆ a ∆ + 1. Důkaz této věty provedeme až poté, co si připrav́ıme dvě
pomocná tvrzeńı.

Lemma 1.10.5. Necht’ G = (V,E) je souvislý graf, G neńı kružnice liché délky. Potom existuje 2-hranové
obarveńı G takové, že na každém vrcholu se stupněm alespoň 2 se vyskytuj́ı hrany obou barev.

D̊ukaz. V d̊ukazu využijeme znalost́ı o eulerovských grafech.

1. Necht’ G je eulerovský. Potom

(a) všechny stupně jsou 2. Z předpokladu se pak jedná o kružnici sudé délky. Hrany obarv́ıme
stř́ıdavě oběma barvami, a každý vrchol pak spojuje dvě hrany dvou r̊uzných barev.

(b) existuje vrchol se stupněm ≥ 4. Z tohoto vrcholu pak začneme eulerovský cyklus, barv́ıme
opět stř́ıdavě. Proč zrovna tento vrchol voĺıme za počátečńı plyne z následuj́ıćıho. Do každého
vrcholu kromě počátečńıho totiž vstouṕıme po hraně jedné barvy a okamžitě jej opoušt́ıme
po hraně druhé barvy. Pokud bychom za počátečńı vrchol zvolili vrchol se stupněm 2, tak
bychom u něj tuto jistotu neměli. Má-li však počátečńı vrchol stupeň alespoň 4, potom j́ım v
eulerovském cyklu projdeme alespoň jednou stejným zp̊usobem jako ostatńımi vrcholy.

2. Necht’ G neńı eulerovský, tj. podle věty 1.6.3 má vrchol s lichým stupněm. Protože ale∑
v∈V

dG(v) = 2#E

je sudý, je vrchol̊u s lichým stupněm sudý počet. Když ke grafu G přidáme vrchol x /∈ V a napoj́ıme
ho na všechny vrcholy s lichým stupněm, bude mı́t x sudý stupeň a nový graf G̃ bude eulerovský.
Tento graf obarv́ıme podle bodu 1 a nakonec vše, co jsme přidali, opět odebereme. Každý vrchol v
G̃ kromě x však má u sebe obě barvy hran zastoupeny v stejném počtu: do každého vrcholu jsme
přǐsli a zase odešli. Při odebráńı hran z G̃ u vrchol̊u se sudým stupněm už nic nezměńıme, u vrchol̊u
s lichým stupněm (v G), který je alespoň 3, pak nezmiźı žádná z barev, protože v G̃ u něj byla
každá alespoň dvakrát.
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Definice 1.10.6. k-hranové obarveńı ϕ : E 7→ k̂ grafu G = (V,E) se nazývá optimálńı, jestliže pro každé
jiné k-hranové obarveńı ϕ̃ : E 7→ k̂ plat́ı ∑

v∈V
cϕ(v) ≥

∑
v∈V

cϕ̃(v),

kde cϕ(v) je počet r̊uzných barev hran vedoućıch z vrcholu v.

Poznámka. Obarveńı ϕ je vlastńı, právě když (∀v ∈ V ) (cϕ(v) = dG(v)).

Poznámka. Pojem optimálńı obarveńı nevyužijeme nikde jinde než v d̊ukazu Vizingovy věty.

Lemma 1.10.7. Necht’ ϕ je optimálńı obarveńı grafu G = (V,E) a necht’ existuje vrchol u ∈ V a barvy
i, j takové, že barva i se na vrcholu u nevyskytuje v̊ubec a barva j se na u vyskytuje alespoň dvakrát.
Potom komponenta U grafu

G̃ =
(
V, ϕ−1(i) ∪ ϕ−1(j)

)
,

která obsahuje vrchol u, je kružnice liché délky.

D̊ukaz. Sporem: V G̃ určitě plat́ı dG̃(u) ≥ 2 a počet barev u vrcholu u v grafu G̃ (při obarveńı ϕ grafu
G) je 1. Kdyby U nebyla lichá kružnice, pak lze podle lemmatu 1.10.5 naj́ıt 2-hranové obarveńı ϕ̃ grafu
G̃ barvami i, j takové, že cϕ̃(u) = 2 a u ostatńıch vrchol̊u v grafu G̃ počet barev neklesne. Definujeme-li
pak nové obarveńı ψ grafu G jako

(∀e ∈ E)

(
ψ(e) =

{
ϕ(e) pokud ϕ(e) /∈ {i, j}
ϕ̃(e) pokud ϕ(e) ∈ {i, j}

)
,

tak bude platit ∑
v∈V

cϕ(v) <
∑
v∈V

cψ(v),

což je spor s optimalitou ϕ.

Nyńı máme již vše připraveno pro d̊ukaz Vizingovy věty 1.10.4.

D̊ukaz. Mějme libovolný graf G = (V,E). Ukážeme, že χ′(G) ≤ ∆ + 1. Vezmeme optimálńı (∆ + 1)-
hranové obarveńı ϕ grafu G a sporem o něm dokážeme, že je vlastńı.

Necht’ ϕ neńı vlastńı. Potom existuje u ∈ V takový, že cϕ(u) < dG(u). Proto

• existuje barva i0, která na u scháźı (taková barva existuje na každém vrcholu) a

• existuje barva i1, která je na u aslespoň dvakrát.

Označme v1 vrchol, do nějž vede z u hrana barvy i1. Dále označme i2 barvu, která se nevyskytuje na v1.
Potom i2 se vyskytuje na u. V opačném př́ıpadě totiž přebarv́ıme hranu {u, v1} na i2, t́ım se počet barev
na u zvýš́ı (i1 je na u dvakrát), ale počet barev na v1 neklesne. To je spor s optimalitou ϕ.

v
v

vppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppi1

i2

v2

v1

u

Označme rekurzivně pro rostoućı k = 2, 3, ... jako ik barvu, která neńı na vk−1. Potom plat́ı, že pro
každé k tato barva muśı být na u. Dı́ky tomu lze označit vrchol, do nějž vede z u hrana barvy ik, jako
vk. Zd̊uvodněńı uvedeného tvrzeńı provedeme indukćı podle k: Pokud ik na u chyb́ı, přebarv́ıme hranu
{u, vk−1} na ik, č́ımž se počet barev na vk−1 nesńıž́ı. Počet barev na u se zvýš́ı (a tak ihned dostaneme
spor) jen tehdy, pokud ik−1 je stále na u, jinak pouze neklesne. V druhém př́ıpadě však źıskáme jiné
optimálńı obarveńı grafuG, při němž ik−1 neńı na u, což je zase spor s indukčńım předpokladem. Počátečńı
krok pro k = 2 jsme již dokázali nad obrázkem.
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Pro určité k nastane situace, že barva ik+1, která scháźı na vk, se již vyskytuje mezi barvami i1, ..., ik−1.
Označ́ıme jako l takový index, že ik+1 = il. To je zobrazeno na následuj́ıćım obrázku:v
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Nyńı definujeme nové obarveńı ϕ̃, které bude pro všechny hrany stejné jako ϕ, až na následuj́ıćı změny:

(∀j ∈ {1, ..., l − 1}) (ϕ̃ ({u, vj}) = ij+1) .

Potom bude při obarveńı ϕ̃ situace následuj́ıćı:v
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Každý vrchol vj , j ∈ {1, ..., l − 1}, dostal na hraně {u, vj} barvu, kterou předt́ım neměl. Vrchol u ztratil
v1, ale tu měl dvakrát. Nyńı ji má jen jednou, ale zase má alespoň dvakrát il. Z toho je jasné, že ϕ̃ je
opět optimálńı obarveńı grafu G.

Definujeme ještě jedno obarveńı ˜̃ϕ, které bude pro všechny hrany stejné jako ϕ, až na následuj́ıćı
změny:

(∀j ∈ {1, ..., k})
( ˜̃ϕ ({u, vj}) = ij+1

)
.

Potom při obarveńı ˜̃ϕ dostaneme situaci:
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Rovněž obarveńı ˜̃ϕ je zřejmě optimálńı. Nyńı již snadno dojdeme ke sporu, když použijeme lemma
1.10.7. Komponenta podgrafu

G̃ =
(
V, ϕ̃−1(i0) ∪ ϕ̃−1(il)

)
,

obsahuj́ıćı vrchol u, má totiž být lichá kružnice. Z vrcholu vl−1 nás tato kružnice přivede po hranách
barvy i0 a il do vrcholu vl.
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Zároveň však plat́ı, že i komponenta podgrafu

˜̃G =
(
V, ˜̃ϕ−1(i0) ∪ ˜̃ϕ−1(il)

)
,

obsahuj́ıćı vrchol u, je lichá kružnice. Z vrcholu vl−1 nás tato kružnice přivede po hranách barvy i0 a il
do vrcholu vk.
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To je ale spor, protože jediné hrany, které maj́ı v obarveńı ˜̃ϕ barvu odlǐsnou od barvy v obarveńı ϕ̃, jsou
hrany {u, vl}, {u, vl+1}, ..., {u, vk}, takže kružnice vedoućı přes vl−1 se nemůže t́ımto zp̊usobem změnit
jen d́ıky změně obarveńı z ϕ̃ na ˜̃ϕ.

1.11 Vrcholové obarveńı grafu

Definice 1.11.1. Necht’G = (V,E) je graf, k ∈ N. k-vrcholovým obarveńım (angl. k-vertex colouring)
grafu G nazveme zobrazeńı ϕ : V 7→ k̂. ϕ se nazývá vlastńı (angl. proper) k-vrcholové obarveńı grafu G,
jestliže plat́ı

(∀u, v ∈ V ) (ϕ(u) = ϕ(v)⇒ {u, v} /∈ E) ,

tj. jestliže stejně barevné vrcholy nejsou spojeny hranou. Minimálńı k takové, že existuje k-vrcholové
vlastńı obarveńı grafu G, se nazývá barevnost (angl. chromatic number) grafu G a znač́ı se χ(G).

Př́ıklad. Jestliže vrcholy reprezentuj́ı účastńıky reality show a hrany vedou mezi těmi, kteř́ı se nesnášej́ı,
pak χ(G) je minimálńı počet skupin, do nichž lze soutěž́ıćı rozdělit tak, aby v žádné skupině nebyli dva,
kteř́ı se nesnášej́ı.

Poznámka.

• χ(G) = 1 ⇔ G = (V, ∅).

• χ(G) = 2 ⇔ G je bipartitńı s alespoň jednou hranou (⇔ v G neńı kružnice liché délky).
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• χ(G) = p, p ≥ 3 ⇔ ??

Rozhodnout o tom, zda χ(G) = p, je pro obecný graf NP-úplná úloha. Podle předchoźıch bod̊u můžeme
jen ověřit, jestli χ(G) ≥ 3 nebo ne.

Poznámka 1.11.2. Zřejmě vždy plat́ı χ(G) ≤ n = #V . Jestliže obarv́ıme každý vrchol jinou barvou,
dostaneme vlastńı obarveńı. Přitom když G = Kn, tj. je-li G úplným grafem na n vrcholech, tak χ(G) = n.
Plat́ı i opačná implikace, protože chyb́ı-li mezi dvěma vrcholy hrana, lze je obarvit stejnou barvou a zbylé
vrcholy opět obarvit r̊uzně. Celkem tedy

χ(G) = n⇔ G = Kn.

Definice 1.11.3. Necht’ G = (V,E) je graf, k ∈ N.

• Klikou (angl. clique) velikosti k v G rozumı́me množinu vrchol̊u S ⊂ V takovou, že podgraf
G[S] =

(
S,E ∩

(
S
2

))
indukovaný množinou S je úplný, tj. každé dva vrcholy z S jsou spojeny

hranou v G.

• S ⊂ V se nazývá nezávislá množina (angl. independent set) velikosti k v G, jestliže E ∩
(
S
2

)
= ∅,

tj. jestliže žádné dva vrcholy z S nejsou spojeny hranou v grafu G.

• S ⊂ V se nazývá vrcholové pokryt́ı (angl. covering) grafu G, jestliže (∀e ∈ E) (∃v ∈ S) (v ∈ e),
tj. jestliže každá hrana v G má alespoň jeden konec v S.

Maximálńı velikost kliky v grafu G znač́ıme ω(G), maximálńı velikost nezávislé množiny znač́ıme α(G).

Poznámka. V přednášce někdy klikou velikosti k nazýváme též úplný podgraf Kk = G[S], který množina
S indukuje.

Poznámka 1.11.4. Je-li S nezávislá množina v G, pak S je klika v Ḡ a naopak. Proto zřejmě plat́ı

α(Ḡ) = ω(G)
ω(Ḡ) = α(G).

Poznámka. Klikami a nezávislými množinami se budeme v r̊uzných souvislostech zabývat předevš́ım v
druhé části přednášky. Nyńı tuto definici budeme potřebovat jen na několika málo mı́stech.

Poznámka. Necht’ ϕ je vlastńı χ(G)-vrcholové obarveńı grafu G = (V,E), i ∈ χ̂(G). Potom mezi vrcholy
z ϕ−1(i) nevede hrana, neboli ϕ−1(i) je nezávislá množina. T́ım pádem

#ϕ−1(i) ≤ α(G)

a přitom plat́ı
χ(G)⋃
i=1

#ϕ−1(i) = V.

Věta 1.11.5. Necht’ G = (V,E) je graf. Potom plat́ı

#V ≤ α(G) · χ(G)
ω(G) ≤ χ(G).

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı plyne okamžitě z předchoźı poznámky. Druhé tvrzeńı je zřejmé: V G existuje klika
velikosti ω(G), jej́ıž vrcholy muśı mı́t při vlastńım obarveńı grafu G ω(G) r̊uzných barev.

Poznámka.

1. Jestliže H ⊂ G, potom χ(H) ≤ χ(G).
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2. Plat́ı-li G = G1 ∪G2 ∪ ... ∪Gr, kde Gi jsou komponenty grafu G, potom zřejmě

χ(G) = max
i∈r̂

χ(Gi).

Věta 1.11.6. Necht’ G = (V,E) je graf. Potom χ(G) ≤ ∆(G) + 1.

D̊ukaz. Tvrzeńı je formálně shodné s Vizingovou větou 1.10.4 pro hranovou barevnost. Zde je však d̊ukaz
snadný. ”Poctivě“ jej lze provést indukćı podle n = #V .

Pro n = 1 je to jasné: ∆(G) = 0, χ(G) = 1 = ∆(G) + 1.
Indukčńı krok n − 1 → n: V G najdeme vrchol u ∈ V takový, že dG(u) = ∆(G). Samozřejmě je

∆(G\u) ≤ ∆(G). Z indukčńıho předpokladu je χ(G\u) ≤ ∆(G\u)+ 1 ≤ ∆(G)+ 1. Najdeme tedy vlastńı
obarveńı grafu G\u pomoćı ∆(G)+ 1 barev. Pokud nyńı přidáme zpět vrchol u, který má ∆(G) soused̊u,
bude možné jej rovněž obarvit jednou z ∆(G)+1 barev. Celý G je tak obarven pomoćı ∆(G)+1 barev.

Poznámka. Myšlenku předchoźıho d̊ukazu lze shrnout jednoduše: Postupně barv́ıme jeden vrchol za
druhým prvńı dostupnou barvou. Nikdy se nemůže stát, že bychom neměli k dispozici žádnou volnou
barvu, protože každý vrchol má méně soused̊u, než kolik máme barev.
Poznámka. Dolńı odhad na χ(G) neńı možné pomoćı ∆(G) nijak vyjádřit:

• Úplný graf Kn na n vrcholech má χ(Kn) = n = ∆(G) + 1.

• Úplný bipartitńı graf na 1+(n−1) vrcholech, tj. graf Sn−1 (viz definice 1.1.11) má ∆(Sn−1) = n−1,
ale χ(G) = 2.

Věta 1.11.7. Pro každý graf G = (V,E) plat́ı:

1. χ(G) + χ(Ḡ) ≤ n+ 1,

2. χ(G) · χ(Ḡ) ≥ n.

Připrav́ıme si dvě pomocná tvrzeńı, z nichž již plynou jednotlivé nerovnosti.

Lemma 1.11.8. Bud’te G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2) dva grafy. Potom plat́ı

χ(G1 ∪G2) ≤ χ(G1) · χ(G2).

D̊ukaz. Zřejmě plat́ı χ(G1) = χ(G̃1), kde G̃1 = (V1 ∪ V2, E1), a stejně χ(G2) = χ(G̃2), kde G̃2 =
(V1 ∪ V2, E2). BÚNO je proto možné předpokládat V1 = V2(:= V ).

Z předpokladu existuj́ı obarveńı graf̊u G1 a G2

ϕ1 : V 7→ {1, 2, ..., χ(G1)} ,
ϕ2 : V 7→ {1, 2, ..., χ(G2)} .

Najdeme obarveńı grafu G1 ∪G2 pomoćı χ(G1) · χ(G2) barev. Definujme nyńı pro každé v ∈ V

ψ(v) = (ϕ1(v), ϕ2(v)) .

Potom pro každé u, v ∈ V plat́ı (ψ(u) = ψ(v))⇒(ϕ1(u) = ϕ1(v) ∧ ϕ2(u) = ϕ2(v))⇒
⇒({u, v} /∈ E1 ∧ {u, v} /∈ E2)⇒{u, v} /∈ E1 ∪ E2. Zobrazeńı ψ je

ψ : V 7→ {1, 2, ..., χ(G1)} × {1, 2, ..., χ(G2)} .

Obor hodnot zobrazeńı ψ je však (množinově) izomorfńı s množinou {1, 2, ..., χ(G1) · χ(G2)}. Abychom
korektně definovali vrcholové obarveńı grafu G1 ∪G2, označme

B : {1, 2, ..., χ(G1)} × {1, 2, ..., χ(G2)} 7→ {1, 2, ..., χ(G1) · χ(G2)}

bijekci mezi uvedenými množinami. Potom lze pro každé v ∈ V definovat χ(G1)·χ(G2)-vrcholové obarveńı
grafu G1 ∪G2 takto:

ϕ(v) = B(ψ(v)).

Pro ϕ plat́ı (∀u, v ∈ V ) (ϕ(u) = ϕ(v)⇒ {u, v} /∈ E1 ∪ E2), takže se skutečně jedná o vrcholové obar-
veńı.
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Důsledek. Plat́ı tvrzeńı (2) věty 1.11.7.

D̊ukaz. Protože G ∪ Ḡ = Kn, tak

n = χ(Kn) = χ(G ∪ Ḡ) ≤ χ(G) · χ(Ḡ).

Lemma 1.11.9. Bud’ G = (V,E) graf. Necht’ existuje disjunktńı rozklad množiny vrchol̊u V = V1 ∪V2 ∪
... ∪ Vk takový, že (

∀i, j ∈ k̂, i 6= j
)

(∃u ∈ Vi) (∃v ∈ Vj) ({u, v} /∈ E) .

Potom χ(G) ≤ n+ 1− k.

D̊ukaz. Indukćı podle k. Pro k = 1 máme χ(G) ≤ n+ 1− 1 = n, což je pravda.
Indukčńı krok k − 1 → k: Plat́ı χ(G\Vk) = (n−#Vk) + 1 − (k − 1) = (n−#Vk) + 2 − k. Nyńı

vezmeme #Vk nových barev a obarv́ıme vrcholy z Vk těmito barvami, každý vrchol jinou barvou. Máme
tak obarvený celý graf, a to ≤ (n−#Vk)+ 2− k+#Vk = n+2− k barvami. Pokud je tento počet barev
≤ n+ 1− k, je hotovo. Jestliže je použito právě n+ 2− k barev, muśıme pokračovat a obarveńı upravit.
Z předpokladu plat́ı

(∀i ∈ {1, 2, ..., k − 1}) (∃xi ∈ Vi) (∃yi ∈ Vk) ({xi, yi} /∈ E) .

Množina V \{x1, x2, ..., xk−1} má počet vrchol̊u n− (k− 1) = n+ 1− k, což je méně, než počet použitých
barev. Proto existuje barva b, která se vyskytuje pouze na vrcholech x1, x2, ..., xk−1. Této barvy se zbav́ıme
tak, že každý vrchol xi (i ∈ {1, ..., k − 1}), který má barvu b, přebarv́ıme na barvu vrcholu yi. Potom
nové obarveńı je stále vlastńı. {xi, yi} totiž nejsou v hraně, a i kdyby r̊uzným xi, xj př́ıslušel stejný vrchol
yi = yj , potom, protože oba vrcholy xi, xj měly stejnou barvu b, lze je opět obarvit stejnou barvou -
barvou vrcholu yi.

Důsledek. Plat́ı tvrzeńı (1) věty 1.11.7.

D̊ukaz. Označme k = χ(G). Necht’ ϕ je vlastńı k-vrcholové obarveńı G. Pro každé i ∈ k̂ označme

Vi := ϕ−1(i).

Potom plat́ı, že (
∀i, j ∈ k̂, 1 ≤ i ≤ j ≤ k

)
(∃u ∈ Vi) (∃v ∈ Vj) ({u, v} ∈ E) . (1.11.1)

Kdyby tomu tak nebylo, tj. kdyby(
∃i, j ∈ k̂, 1 ≤ i ≤ j ≤ k

)
(∀u ∈ Vi) (∀v ∈ Vj) ({u, v} /∈ E) ,

bylo by možné vrcholy z Vi i z Vj obarvit stejnou barvou, a tak by χ(G) < k, což je spor. Vezměme
nyńı graf Ḡ a definujme na něm stejný rozklad V =

⋃k
i=1 Vi. Potom z (1.11.1) vznikne pro graf Ḡ př́ımo

předpoklad lemmatu. Proto
χ(Ḡ) ≤ n+ 1− k = n+ 1− χ(G),

což už je prvńı tvrzeńı věty 1.11.7.

1.11.1 k-kritické grafy

Definice 1.11.10. Řekneme, že graf G = (V,E) je k-kritický, jestliže χ(G) = k a pro každý vlastńı
podgraf H $ G je χ(H) < χ(G).

Pozorováńı 1.11.11. k-kritický graf je souvislý.
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Obrázek 1.11.1: 4-kritický graf

D̊ukaz. Vı́me, že má-li G komponenty G1, ..., Gr, tak potom

χ(G) = max
i∈r̂

χ(Gi).

Je-li r ≥ 2, existuje jedna nebo v́ıce komponent, které lze z grafu G odebrat, aniž se sńıž́ı jeho barevnost.
Proto takový G neńı k-kritický.

Poznámka 1.11.12.

• 1-kritický graf je G = {{v}, ∅}.

• 2-kritický graf je G = {{u, v}, {{u, v}}}.

• 3-kritický graf je C2n−1 (kružnice liché délky).

D̊ukaz. Prvńı dvě tvrzeńı jsou zřejmá. Dále v́ıme, že χ(G) = 2, právě když G je bipartitńı graf. 3-kritický
graf tedy nesmı́ být bipartitńı, ale odebráńım čehokoliv z něj muśı bipartitńı graf vzniknout. Jediný graf,
který to splňuje, je kružnice liché délky bez daľśıch odboček.

Poznámka. 4-kritický graf vid́ıme na obrázku 1.11.1. Odebereme-li totiž hranu z obvodu, lze vrcholy po
obvodě obarvit jen barvami 1 a 2 a vrchol uprostřed barvou 3. Odebereme-li hranu vedoućı do středu,
obarv́ıme vrcholy po obvodu kromě vrcholu v0, ze kterého jsme odebrali hranu, barvami 1 a 2. Vrchol v0
a střed pak obarv́ıme barvou 3.

Poznámka 1.11.13. Každý graf G s barevnost́ı k = χ(G) obsahuje k-kritický podgraf.

D̊ukaz. Stač́ı z G postupně odeb́ırat hrany takové, že neklesne barevnost. Jestliže už to nejde, máme
k-kritický podgraf G.

Věta 1.11.14. Necht’ G = (V,E) je k-kritický graf. Potom δ(G) ≥ k − 1.

D̊ukaz. Sporem: necht’ (∃u ∈ V ) (dG(u) ≤ k − 2). Potom z u vede méně hran, než kolik je potřeba barev
na obarveńıG, a to alespoň o 2. Při každém vlastńım obarveńı neńı barva u určena jednoznačně. Odeberme
tedy vrchol u. Z k-kritičnosti G lze zbytek grafu obarvit k − 1 barvami. Jestliže nyńı přidáme vrchol u
zpět, lze dát vrcholu u alespoň 2 r̊uzné barvy z dostupných k barev. Proto nemuśıme nutně vybrat novou
(k-tou) barvu a G se nám podař́ı obarvit k − 1 barvami, což je spor.

Definice 1.11.15. Řekneme, že množina S ⊂ V je řezem (angl. cut) v grafu G = (V,E), jestliže pro
počty komponent plat́ı c(G) < c(G\S).

Poznámka. Když S = {u} je řez v souvislém grafu, pak graf muśı vypadat jako na obrázku 1.11.2.

Věta 1.11.16. Řez k-kritického grafu neńı klika.
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Obrázek 1.11.2: Jednoprvkový řez grafem
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Obrázek 1.11.3: K d̊ukazu věty 1.11.16

D̊ukaz. Sporem: necht’ G je k-kritický, S je řez v G a zároveň klika v G. Předpokládejme, že S =
{v1, ..., vr}, tj. #S = r. Každé vlastńı k-vrcholové obarveńı muśı přǐradit vrcholum z S r r̊uzných barev.
Necht’ G\S = G1 ∪G2 ∪ ... ∪Gs. Potom vezmeme pro každé i ∈ ŝ podgrafy S ∪Gi (viz. obrázek 1.11.3)
a obarv́ıme je k − 1 barvami tak, aby barvy použité na vrcholech S byly právě barvy 1, 2, ..., r. (Vı́me,
že existuje vlastńı (k− 1)-vrcholové obarveńı těchto podgraf̊u, takže dodatečný požadavek lze zajistit jen
vhodnou permutaćı barev.) Jestliže nyńı všechny takto obarvené komponenty sjednot́ıme, źıskáme vlastńı
(k − 1)-vrcholové obarveńı grafu G, což je spor.

Poznámka. V předchoźım d̊ukazu je skutečně d̊uležité, aby S byla klika. Pokud budeme stejně postupovat
v př́ıpadě obecné S, může se stát, že vlastńı (k − 1)-vrcholové obarveńı podgraf̊u S ∪ Gi vynucuje, aby
některé prvky S byly obarveny stejnou barvou, přičemž pro r̊uzná i ∈ ŝ se jedná o r̊uzné prvky. Nebude
potom možné vhodně zpermutovat barvy, aby vrcholy z S měly stejnou barvu nezávisle na i.

1.11.2 Brooksova věta

Lemma 1.11.17. Necht’ G je k-kritický graf s řezem S = {u, v}. Potom plat́ı

dG(u) + dG(v) ≥ 3k − 5.

D̊ukaz. Než dokážeme samotnou nerovnost, připrav́ıme si tři pomocná tvrzeńı. Mějme při tom na paměti,
že vrcholy u, v nejsou podle předchoźı věty 1.11.16 spojeny hranou.

Tvrzeńı 1.
Graf G\{u, v} (kde {u, v} nemá smysl hrany, ale množiny vrchol̊u odeb́ırané z V (G)) se skládá z právě

2 komponent G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2) takových, že

• Každé vlastńı (k − 1)-vrcholové obarveńı (vlastńıho) indukovaného podgrafu A = G[V1 ∪ {u, v}]
přiřazuje vrchol̊um u, v stejnou barvu. (Jinými slovy: barv́ıme-li A pomoćı k− 1 barev, muśıme dát
u a v stejnou barvu)

• Každé vlastńı (k − 1)-vrcholové obarveńı (vlastńıho) indukovaného podgrafu B = G[V2 ∪ {u, v}]
přiřazuje vrchol̊um u, v r̊uznou barvu.
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D̊ukaz tvrzeńı 1:
Zpočátku nev́ıme, zda G\{u, v} obsahuje jen dvě komponenty. Lze však tvrdit, že G\{u, v} muśı

obsahovat alespoň jednu komponentu s vlastnost́ı komponenty G1. Kdyby to tak nebylo, mohli bychom
každý podgraf grafu G indukovaný vrcholy jedné z komponent a vrcholy u, v obarvit k − 1 barvami tak,
že u a v by měly r̊uzné barvy. Potom bychom barvy zpermutovali tak, aby u, v měly vždy barvy 1, 2.
Takto obarvené podgrafy bychom sjednotili a źıskali tak celý graf G obarvený k− 1 barvami, což je spor.

Ze stejného d̊uvodu obsahuje G\{u, v} alespoň jednu komponentu s vlastnost́ı G2. Nyńı si tyto kom-
ponenty označ́ıme př́ımo jako G1 a G2. Ukážeme, že žádné jiné komponenty už v G\{u, v} neexistuj́ı:
Indukovaný podgraf A ∪ B = G[V1 ∪ V2 ∪ {u, v}] podle vlastnost́ı komponent G1 a G2 nejde (vlastńım
obarveńım) obarvit k − 1 barvami, protože vrcholy u, v nemohou mı́t současně podle G1 stejnou a podle
G2 r̊uznou barvu. Proto χ(A ∪B) = k. Protože G je k-kritický, muśı platit G = A ∪B.

Tvrzeńı 2.
Podgraf C = A ∪ {{u, v}}, který vznikne přidáńım hrany {u, v} do A, je jǐz k-kritický.
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D̊ukaz tvrzeńı 2:
Zřejmě plat́ı χ(C) = k, protože A lze obarvit k− 1 barvami jen tak, že u, v maj́ı stejnou barvu. Když

je tedy spoj́ıme hranou, tak už to nejde.
Ubereme-li z G libovolnou hranu, lze jej obarvit k−1 barvami. Pokud nav́ıc tato hrana lež́ı v podgrafu

A, z̊ustává ve výsledném grafu celý podgraf B, takže v uvedeném vlastńım obarveńı muśı mı́t u, v r̊uznou
barvu. Proto nezálež́ı na tom, zda je nav́ıc spoj́ıme hranou. T́ım jsme dokázali, že po ubráńı čehokoliv z
C vznikne graf s barevnost́ı k − 1, takže C je k-kritický.

Tvrzeńı 3.
Označme jako D graf, který vznikne z grafu B sloučeńım vrchol̊u u, v do nového vrcholu w. Potom D

je k-kritický.
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D̊ukaz tvrzeńı 3:
Analogicky jako tvrzeńı 2. χ(D) = k, nebot’ B lze obarvit k − 1 barvami, jen když u, v maj́ı r̊uznou

barvu. Jejich spojeńım do w však vynucujeme stejnou.
Ubereme-li z G libovolnou hranu, lze jej obarvit k−1 barvami. Pokud nav́ıc tato hrana lež́ı v podgrafu

B, z̊ustává ve výsledném grafu celý podgraf A, takže v uvedeném vlastńım obarveńı muśı mı́t u, v stejnou
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barvu. Proto (z hlediska obarveńı) nezálež́ı na tom, zda je nav́ıc slouč́ıme do w. T́ım jsme dokázali, že po
ubráńı čehokoliv z D vznikne graf s barevnost́ı k − 1, takže D je k-kritický.

Nyńı konečně můžeme dokázat uvedenou nerovnost. Zřejmě plat́ı následuj́ıćı vztahy:

dG(u) = dA(u) + dB(u),
dG(v) = dA(v) + dB(v),
dC(u) = dA(u) + 1,
dC(v) = dA(v) + 1,
dD(w) = dB(u) + dB(v).

Protože v k-kritickém grafu plat́ı δ ≥ k − 1, dostáváme

dG(u) + dG(v) = dA(u) + dB(u) + dA(v) + dB(v) =

= dC(u)︸ ︷︷ ︸
≥k−1

+ dC(v)︸ ︷︷ ︸
≥k−1

−2 + dD(w)︸ ︷︷ ︸
≥k−1

≥ 3k − 5.

Věta 1.11.18. (Brooks)
Necht’ G je souvislý graf , a přitom G neńı ani klika ani kružnice liché délky. Potom χ(G) ≤ ∆(G).

Poznámka. Velmi snadno jsme již dokázali, že pro každý graf plat́ı χ(G) ≤ ∆(G) + 1. Nyńı bude d̊ukaz
obt́ıžněǰśı.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že BÚNO lze d̊ukaz provést pouze pro k-kritické grafy. Mějme tedy souvislý
graf, ani kliku ani lichou kružnici, který nav́ıc neńı k-kritický. Potom najdeme jeho vlastńı k-kritický
podgraf H. Plat́ı tedy χ(H) = χ(G) = k a zřejmě též ∆(H) ≤ ∆(G). Mohou nastat následuj́ıćı možnosti:

1. H neńı klika ani lichá kružnice. Potom použijeme naše tvrzeńı dokázané pro k-kritické grafy: χ(H) ≤
∆(H). Z toho plyne

χ(G) = χ(H) ≤ ∆(H) = ∆(G).

2. H je klika. Naše tvrzeńı použ́ıt nemůžeme, zato je nyńı zřejmě ∆(H) < ∆(G), protože H je vlastńım
podgrafem souvislého grafu G. Protože pro libovolný graf G̃ plat́ı χ(G̃) ≤ ∆(G̃) + 1, tak

χ(G) = χ(H) ≤ ∆(H) + 1 ≤ ∆(G).

3. H je lichá kružnice. Zde je zd̊uvodněńı obdobné tomu v předchoźım bodě: Každý vrchol grafu H
má stupeň 2 a tak ∆(H) = 2. Protože ale G je souvislý a H je vlastńım podgrafem G, tak v G
muśı být na nějaký vrchol z kružnice H napojena alespoň jedna daľśı hrana. To opět znamená
∆(H) < ∆(G), zbytek je stejný.

Nyńı dokážeme samotné tvrzeńı pouze pro k-kritické grafy, které ovšem budeme označovat opět jako

”G“. Plat́ı tedy k = χ(G). Podle poznámky 1.11.12 je zřejmé, že k ≥ 4, protože jinak by nebyly splněny
předpoklady věty. Mohou nastat dvě možnosti:

a) Necht’ v G existuje řez S = {u, v}. Potom podle předchoźı věty plat́ı

2∆(G) ≥ dG(u) + dG(v) ≥ 3k − 5 = 2k − 1 + k − 4︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 2k − 1.

Na levé straně nerovnosti však máme sudé č́ıslo a na pravé straně je liché č́ıslo. Proto samozřejmě muśı
platit i 2∆(G) ≥ 2k, neboli

∆(G) ≥ k = χ(G).
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b) Necht’ v G neexistuje dvouprvkový řez. To znamená, že po odebráńı libovolných dvou vrchol̊u u, v
z̊ustává graf G\{u, v} souvislý. Z předpokladu ”G neńı klika“ najdeme v G vrcholy u, v, které nejsou
spojeny hranou, takže jejich vzdálenost d(u, v) ≥ 2. T́ım pádem najdeme u, v i tak, že d(u, v) = 2.
Označme jako w vrchol, přes který jsou spojeny.

v
vpppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp w

v

u v
Nyńı oč́ıslujeme vrcholy grafu G speciálńım zp̊usobem.

• Označ́ıme v1 = u, v2 = v, vn = w.

• v3, v4, v5, ..., vn = w budou vrcholy grafu G\{u, v} uspořádané tak, že

(∀i ∈ {3, 4, ..., n− 1}) (∃j > i) ({vi, vj} ∈ E) ,

neboli z každého vrcholu v3, v4, v5, ..., vn−1 vede v grafu G\{u, v} hrana do nějakého vrcholu, který
je v uspořádáńı až za ńım. Takové uspořádáńı vznikne např́ıklad tak, že vrcholy v3, v4, v5, ..., vn
seřad́ıme sestupně podle jejich vzdálenosti od vrcholu w v grafu G\{u, v}, tj. budou splňovat

(∀i, j ∈ {3, 4, ..., n})
(
i < j ⇒ dG\{u,v}(vi, w} ≥ dG\{u,v}(vj , w}

)
.

V tom př́ıpadě zřejmě vn = w.

Takto uspořádané vrcholy v1, ..., vn grafu G už lze obarvit nejvýše ∆(G) barvami, a to takto:

• Vrcholy v1 = u, v2 = v dostanou barvu 1, což je možné, nebot’ spolu nesoused́ı.

• Vrcholy v3, v4, ..., vn−1 obarvujeme postupně prvńı barvou, kterou je možné použ́ıt. Protože z
každého z nich vede hrana do ještě neobarvených vrchol̊u, má každý z nich ve chv́ıli, když na
něj přijde řada, nejvýše ∆(G)− 1 již obarvených soused̊u, a tak existuje barva b ∈ {1, 2, ...,∆(G)},
kterou jej lze obarvit.

• Vrchol vn = w soused́ı s vrcholy u, v, které maj́ı oba barvu 1, a dále s nejvýše ∆(G) − 2 daľśımi
vrcholy, které maj́ı nejvýše ∆(G)− 2 r̊uzných barev. Celkem tedy soused́ı s nejvýše ∆(G) vrcholy,
které maj́ı nejvýše ∆(G)− 1 r̊uzných barev, a tak jej lze také obarvit.

1.12 Planárńı grafy

Definice 1.12.1. Graf G nazveme planárńım (rovinným) grafem (angl. planar graph), jestliže jej lze
namalovat do roviny tak, že se žádné dvě jeho hrany nekř́ıž́ı jinde než ve svých koncových vrcholech.

Poznámka. Uvedená definice je pouze intuitivńı. Korektńı definice by byla zbytečně komplikovaná, nebot’
by vybočovala ze záměru přednášky, která je orientována na kombinatorickou stránku teorie graf̊u. Pro
představu se o takovou definici pokuśıme:

Necht’ C je množina všech jednoduchých spojitých křivek v R2. Graf (bez násobných hran) G se
nazývá planárńı právě tehdy, existuje-li prosté zobrazeńı ϕ : V ∪{∅} 7→ R2∪{∅} a zobrazeńı ψ : E 7→ C,
takové že

ϕ(∅) = ∅,

(∀e ∈ E, e = {u1, u2}) (ψ(e)orig = ϕ(u1) ∧ ψ(e)term = ϕ(u2)) ,

(∀e, f ∈ E, e = {u1, u2}, f = {v1, v2}) (ψ(e) ∩ ψ(f) = ϕ(e ∩ f)) ,

kde ψorig je počátečńı bod (angl. origin) křivky ψ a ψterm je koncový bod (angl. terminus) křivky ψ.
Pro studium vlastnost́ı planárńıch graf̊u je potřeba rozumět topologii roviny, tj. lineárńıho prostoru

R2. Zde se omeźıme na intuitivńı chápáńı použ́ıvaných pojmů.
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Obrázek 1.12.1: K4 nakreslený do roviny
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Obrázek 1.12.2: K5 neńı planárńı

Poznámka 1.12.2. Jordanovou křivkou rozumı́me jednoduchou uzavřenou spojitou křivku ϕ. Jej́ı
vnitřek označujeme intϕ, jej́ı vněǰsek extϕ. Jordanova věta ř́ıká, že každá spojitá křivka ψ s počátkem
v bodě x ∈ intϕ a koncem v bodě y ∈ extϕ prot́ıná křivku ϕ, tj ϕ ∩ ψ 6= ∅. Tato skutečnost je téměř
samozřejmá, jej́ı formálńı d̊ukaz je však obt́ıžný.

Př́ıklad. K4 je planárńı graf. To je vidět na obrázku 1.12.1.

Př́ıklad. K5 neńı planárńı.

D̊ukaz. Vezměme vrcholy v1, v2, v3 a spojme je hranami, jako na obrázku 1.12.2. Tyto hrany vytvoř́ı
Jordanovu křivku ϕ. Aby bylo možné spojit i vrcholy v4 a v5, nemůže podle Jordanovy věty ležet v4 ∈ intϕ
a v5 ∈ extϕ nebo naopak. Necht’ jsou tedy v4, v5 ∈ extϕ. Spoj́ıme v4 s v1, v2, v3, č́ımž se (podle obrázku)
dostane vrchol v2 do vnitřku křivky ψ tvořené hranami mezi vrcholy v1, v3, v4. Umı́st́ıme-li nyńı vrchol v5
do extψ, nebude možné jej spojit s v2. Umı́st́ıme-li jej někam do intψ, nebude možné jej spojit s jedńım
z vrchol̊u v1, v3, v4. Pokud bychom předpokládali v4, v5 ∈ intϕ, byl by daľśı postup podobný.

Poznámka. Uvedený d̊ukaz je velice těžkopádný. Za chv́ıli vyslov́ıme větu, která umožńı dokázat stejné
tvrzeńı mnohem snáze. Jej́ı pomoćı dále dokážeme, že také úplný bipartitńı graf na 3+3 vrcholech (K3,3)
neńı planárńı.

Definice 1.12.3. Necht’ G = (V,E), e = {u, v} ∈ E, . Potom definujeme děleńı hrany e jako graf

G%e = (V ∪ {α}, E\{u, v} ∪ {{u, α}, {α, v}}),

kde α /∈ V .

Pozorováńı. G je planárńı ⇔ G%e je planárńı.

Definice 1.12.4. Graf H nazveme děleńım grafu G, vznikne-li z G konečným počtem opakováńı
operace děleńı hrany.

Pozorováńı. Jestlǐze G obsahuje jako sv̊uj podgraf děleńı K5 nebo K3,3, tak G neńı planárńı.

Věta 1.12.5. (Kuratowski, 1930)
Graf G neńı planárńı právě tehdy, když obsahuje jako sv̊uj podgraf děleńı K5 nebo K3,3.

D̊ukaz. Implikace ⇐: je obsažena v předchoźı poznámce. Implikaci ⇒: dokazovat nebudeme.
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pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppt
tt tt

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppp vppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppv
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp v ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppp

Obrázek 1.12.3: K5 na toru a K3,3 na Möbiově listu

Poznámka. (Zaj́ımavost) Je otázka, jestli je každý graf G planárńı právě tehdy, jde-li namalovat na povrch
koule či do jiných ploch.

Pro kouli uvedená ekvivalence plat́ı, protože mezi rovinou a kouĺı (až na jeden jej́ı bod) existuje bijekce
- takzvaná stereografická projekce π, definovaná následovně. Kouli B polož́ıme na rovinu P . Označme jako
z nejvyšš́ı bod B, tj. pr̊useč́ık B s kolmićı na P vedenou bodem dotyku B a P . Libovolný bod x na B
kromě bodu z spoj́ıme přimkou s bodem z. Jej́ı pr̊useč́ık s rovinou P pak označ́ıme jako π(x). π pak
představuje bijekci

π : B\{z} 7→ P.

Pro jiné plochy však už ekvivalence neplat́ı. Např́ıklad K5 je možné namalovat na torus a K3,3 na
Möbi̊uv list, jak je vidět na obrázku 1.12.3. Zvláště v druhém př́ıpadě je však třeba si uvědomit, že

”namalovat na plochu“ znamená sṕı̌se ”položit do plochy“, nikoliv namalovat na jednu stranu paṕıru.
Pokud si vyrob́ıme Möbi̊uv list z pásky paṕıru, jej́ıž jeden konec přetoč́ıme o 180◦ a oba konce spoj́ıme,
muśıme graf nakreslit na obě strany, jako kdyby byl paṕır pr̊uhledný.

Lze dokázat zobecněńı Kuratowského věty, které zhruba tvrd́ı: Pro každou plochu existuje konečný
počet ”zakázaných“ graf̊u takových, že každý graf G lze namalovat do této plochy bez kř́ıžeńı hran, právě
když G neobsahuje jako podgraf děleńı nějakého zakázaného grafu.

Naopak, pro každý graf existuje plocha, do ńıž je možné jej namalovat bez kř́ıžeńı hran.

Věta 1.12.6. (Euler)
Pro každý konvexńı mnohostěn plat́ı:

(počet vrchol̊u) − (počet hran) + (počet stěn) = 2

Známá Eulerova věta se snadno dokáže pomoćı následuj́ıćı věty:

Věta 1.12.7. Necht’ G = (V,E) je souvislý planárńı graf. Označme Φ(G) počet oblast́ı, na něž se
rozpadne rovina po namalováńı grafu G. Potom plat́ı

#V −#E + Φ(G) = 2.

Poznámka. Rozmyslete si, zda je Φ(G) skutečně definováno jednoznačně, tj. že nezáviśı na zp̊usobu
namalováńı grafu G.

Poznámka. Eulerova věta je př́ımým d̊usledkem naš́ı věty. Převod konvexńıho mnohostěnu na souvislý
planárńı graf provedeme tak, že odebereme jednu jeho stěnu. Ze zbytku vnikne zdeformovaná śıt’ mno-
hostěnu, kterou zobraźıme do roviny. Odebraná stěna pak představuje vněǰsek grafu, jdoućı v rovině do
nekonečna.

D̊ukaz. Indukćı podle Φ(G):
Φ(G) = 1 ⇔ v G neńı kružnice ⇔ G je strom. (Je zřejmé, že každý strom lze namalovat do roviny.)

Ve stromu plat́ı #E = #V − 1, takže po dosazeńı vyjde #V −#E + Φ(G) = #V − (#V − 1) + 1 = 2.



50 KAPITOLA 1. STANDARDNÍ KURS TEORIE GRAFŮ

Indukčńı krok: Φ(G) ≥ 2⇒ existuje hrana e ∈ E, po jej́ıž stranách lež́ı dvě r̊uzné oblasti roviny. Tuto
hranu ubereme. Potom pro graf G\e je Φ(G\e) = Φ(G)− 1. Počet oblast́ı se zmenš́ı právě o 1, nebot’ dvě
oblasti na obou stranách hrany e se spoj́ı do jedné. Z indukčńıho předpokladu plat́ı

#V − (#E − 1) + (Φ(G)− 1) = 2

a z toho už vycháźı
#V −#E + Φ(G) = 2.

Poznámka. Věta plat́ı i pro grafy se smyčkami a násobnými hranami, které maj́ı vliv na Φ(G). V daľśım
se však budeme zabývat již pouze grafy bez násobných hran a smyček.

Věta 1.12.8. Necht’ G = (V,E) je souvislý planárńı graf (bez násobných hran a smyček), necht’ #V =
n ≥ 3. Potom

#E ≤ 3#V − 6.

D̊ukaz. Odhadneme shora i zdola součet
Φ(G)∑
i=1

ν(Ωi),

kde sč́ıtáme přes všechny oblasti roviny a ν(Ωi) vyjadřuje počet hran, které tvoř́ı hranici oblasti Ωi.
Pro odhad zdola využijeme, že hranice každé oblasti je tvořena alespoň třemi hranami. Pro odhad shora
naopak použijeme, že každá hrana může tvořit část hranice jen dvou r̊uzných oblast́ı, a nebo netvoř́ı část
žádné hranice. Proto

3Φ(G) ≤
Φ(G)∑
i=1

ν(Ωi) ≤ 2#E.

Dosad́ıme-li nyńı z předchoźı věty za Φ(G), dostaneme

3(2 + #E −#V ) ≤ 2#E
#E ≤ 3#V − 6.

Důsledek. K5 neńı planárńı.

D̊ukaz. K5 nesplňuje nerovnost z předchoźı věty. Plat́ı pro něj totiž

#E =
(

5
2

)
= 10 > 9 = 3 · 5− 6 = 3#V − 6.

Tvrzeńı. K3,3 neńı planárńı.

D̊ukaz. Nyńı nemůžeme př́ımo využ́ıt minulou větu, nebot’ K3,3 má #V = 6,#E = 9 a nerovnost 1.12.8
splňuje. Pomůže nám ale dodatečný předpoklad. Je-li totiž G bipartitńı, tak neobsahuje liché kružnice,
takže hranice každé oblasti v rovině je tvořena nejméně čtyřmi hranami. Potom lze odvodit př́ısněǰśı
nerovnost:

4Φ(G) ≤
Φ(G)∑
i=1

ν(Ωi) ≤ 2#E,

z čehož dostaneme
2Φ(G) ≤ #E

a po dosazeńı za Φ(G) z věty 1.12.7 máme

#E ≤ 2#V − 4.
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Pro bipartitńı graf K3,3 však plat́ı

#E = 9 > 8 = 2 · 6− 4 = 2#V − 4,

takže nemůže být planárńı.

1.12.1 Barevnost planárńıch graf̊u

Věta 1.12.9. Necht’ G = (V,E) je souvislý planárńı graf (bez násobných hran a smyček). Potom

δ(G) ≤ 5.

D̊ukaz. Zřejmě
δ(G) ·#V ≤

∑
v∈V

dG(v) = 2#E.

Z toho plyne
δ(G) ·#V ≤ 2#E ≤ 2(3#V − 6) = 6#V − 12

δ(G) ≤ 6#V − 12
#V

= 6− 12
#V

a protože δ(G) ∈ N0, tak zřejmě δ(G) ≤ 5.

Důsledek 1.12.10. Je-li G planárńı, potom χ(G) ≤ 6.

D̊ukaz. Indukćı podle počtu vrchol̊u #V . Vezmeme vrchol v ∈ V , který má minimálńı stupeň. Potom

dG(v) = δ(G) ≤ 5.

Graf G\v je z indukčńıho předpokladu možné obarvit 6 barvami. Když v opět přidáme, je jasné, že na
něj jedna barva ze šesti vyjde, nebot’ má nejvýše 5 soused̊u.

Věta 1.12.11. Je-li G = (V,E) planárńı graf, potom χ(G) ≤ 5.

D̊ukaz. Sporem. Necht’ χ(G) > 5, takže podle předchoźı věty χ(G) = 6. BÚNO předpokládejme, že G je
6-kritický. Pokud tomu tak neńı, lze z něj ub́ırat hrany tak dlouho, dokud se 6-kritickým nestane, přičemž
zřejmě bude stále planárńı.

Vı́me, že k-kritické grafy jsou souvislé a plat́ı pro ně δ(G) ≥ k − 1. V našem př́ıpadě máme

• G je planárńı ⇒ δ(G) ≤ 5,

• G je 6-kritický ⇒ δ(G) ≥ 5,

takže δ(G) = 5. Vezměme v ∈ V takový, že dG(v) = 5. Protože G je 6-kritický, tak χ(G\v) = 5 (z definice
je χ(G\v) ≤ 5, je ale jasné, že nemůže být χ(G\v) < 5) a nav́ıc při každém vlastńım obarveńı grafu G\v
pomoćı 5 barev se na 5 sousedech vrcholu u muśı vyskytovat všech 5 barev, jinak by i χ(G) = 5, což by
byl spor.

Necht’ má tedy v sousedy u1, ..., u5, kde ui má (při nějakém pevném vlastńım 5-vrcholovém obarveńı
ϕ) barvu i, a necht’ jsou tyto vrcholy při namalováńı G rozmı́stěny jako na obrázku.
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Uvažujme podgraf G[ϕ−1(1)∪ϕ−1(3)] grafu G indukovaný vrcholy s barvou 1 a 3. Potom u1 a u3 jsou
ve stejné komponentě tohoto podgrafu. Pokud by tomu tak nebylo, zaměnili bychom např. v komponentě,
ve které je u1, barvy 1 a 3. Obarveńı celého grafu by z̊ustalo vlastńı, ale pak u1 by měl také barvu 3 a
sousedé v by neměly 5 r̊uzných barev, což je spor. Proto existuje cesta z u1 do u3 pouze po vrcholech
barvy 1 a 3. Toto tvrzeńı si pro účely poznámky za d̊ukazem označme jako (∗).

Ze stejného d̊uvodu existuje cesta z u2 do u4 pouze po vrcholech barvy 2 a 4. Tyto cesty se muśı někde
prot́ınat. Protože G je planárńı, muśı to být v nějakém vrcholu, který pak má barvu b ∈ {1, 3} ∩ {2, 4},
což je spor.
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Poznámka. Vrchol v5 jsme v d̊ukazu v̊ubec nepoužili. Nab́ıźı se otázka, zda by tedy stejným zp̊usobem
nešlo dokázat χ(G) ≤ 4.

Zkuśıme tedy d̊ukaz sporem. Necht’ χ(G) > 4, tj. χ(G) = 5. Potom pro 5-kritický graf dostaneme
δ(G) ≥ 4 a z planarity opět δ(G) ≤ 5. Proto δ(G) ∈ {4, 5}.

• Pokud δ(G) = 4, pak (∃v ∈ V ) (dG(v) = 4). Plat́ı χ(G\v) = 4 a t́ım pádem při každém vlastńım
4-vrcholovém obarveńı G\v muśı být na 4 sousedech v všechny 4 barvy. Důkaz až do konce je pak
stejný, dostaneme spor s planaritou.

• Pokud δ(G) = 5, pak (∃v ∈ V ) (dG(v) = 5) a situace vypadá přesně jako na prvńım obrázku v
d̊ukazu věty. Plat́ı ovšem opět χ(G\v) = 4 a tak při každém vlastńım 4-vrcholovém obarveńı G\v
muśı být na 5 sousedech v právě 4 barvy. Právě dva vrcholy z u1, ..., u5 maj́ı tedy stejnou barvu.
Oč́ıslujme si vrcholy tak, že při namalováńı G jdou č́ısla opět po sobě jako na obrázku, a vrchol u5

má stejnou barvu jako jeden z vrchol̊u u1, ..., u4, které tak maj́ı 4 r̊uzné barvy. Takové oč́ıslováńı
vždy existuje. Potom nemuśı platit (∗): Jestliže totiž u5 má barvu 3 a lež́ı ve stejné komponentě
grafu G[ϕ−1(1) ∪ ϕ−1(3)] jako u1 a zaměńıme-li barvy 1 a 3 v této komponentě, bude mı́t v stále
5 soused̊u s právě 4 barvami a ke sporu nedojde. Pokud zaměńıme barvy v komponentě, kde lež́ı
vrchol u3, budou mı́t sice u3 i u1 barvu 1, ale u5 bude mı́t stále barvu 3 a opět ke sporu nedojde.
Různé kombinace barvy a umı́stěńı vrcholu u5 nám v obecném planárńım grafu G nedovoĺı dokázat
tvrzeńı (∗) vždy nejvýše pro jednu z dvojic vrchol̊u u1, u3 a u2, u4. Celkově tedy nelze d̊ukaz
nerovnosti χ(G) ≤ 4 t́ımto zp̊usobem provést.

Poznámka. I když se nám nepodařilo dokázat χ(G) ≤ 4 pro každý planárńı graf, je známo, že toto tvrzeńı
plat́ı. Všichni jej známe v podobě ”K obarveńı každé politické mapy tak, aby žádné dva stejně barevné
státy neměly společnou hranici (nenulové délky), stač́ı čtyři barvy.“. Dlouho však bylo uváděno pouze
jako domněnka, teprve v roce 1976 jej dokázali K. Appel a W. Haken. Jeho d̊ukaz si vyžádal použit́ı
poč́ıtače poté, co bylo toto tvrzeńı pro obecný planárńı graf transformováno na stejné tvrzeńı pro deśıtky
speciálńıch př́ıpad̊u, u kterých jej již bylo možné ověřit ”hrubou silou“. Jen zmı́něné transformace prý
vydaj́ı na knihu o asi dvou stech stranách...

1.12.2 Minimálńı počet kř́ıžeńı v grafu

Definice 1.12.12. Minimálńı počet kř́ıžeńı (angl. crossing number) cr(G) grafu G je minimálńı počet
dvojic hran, které se po namalováńı grafu G do roviny kř́ıž́ı.
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Obrázek 1.12.4: Zbytečné kř́ıžeńı hran a jeho odstraněńı
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Obrázek 1.12.5: Minimálńı počet kř́ıžeńı v grafu K6

Poznámka. cr(G) neńı počet pr̊useč́ık̊u hran. G je planárńı právě tehdy, když cr(G) = 0.

Poznámka. Jak namalovat G s co nejmenš́ım počtem kř́ıžeńı? Pod́ıvejme se na obrázek 1.12.4:

• Jedna hrana se nemuśı kř́ıžit sama se sebou.

• Dvě hrany, které maj́ı společný vrchol, se nemusej́ı kř́ıžit.

• Žádná dvojice hran se nemuśı kř́ıžit v́ıce než jednou.

Věta 1.12.13. Necht́ G = (V,E) je graf. Potom plat́ı

#E − 3#V + 6 ≤ cr(G).

D̊ukaz. Namalujme graf G tak, že počet kř́ıžeńı v obrázku je právě cr(G). Na mı́stě každého kž́ıžeńı
přidáme vrchol. T́ım za každé kř́ıžeńı přibude 1 nový vrchol a 2 nové hrany. Dostaneme planárńı graf
s počtem vrchol̊u #V + cr(G) a počtem hran #E + 2cr(G). Pro planárńı graf plat́ı věta 1.12.8, tj.
#E ≤ 3#V − 6. Po dosazeńı našich hodnot máme

#E + 2cr(G) ≤ 3(#V + cr(G))− 6

a z toho už
#E − 3#V + 6 ≤ cr(G).

Př́ıklad. Pro G = K6 plat́ı #E = 15,#V = 6, takže vycháźı nerovnost 3 ≤ cr(G). Podle obrázku 1.12.5
jsme schopni tř́ı kř́ıžeńı dosáhnout, takže cr(G) = 3.
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Věta 1.12.14. Necht’ G = (V,E) je graf, m = #E,n = #V a necht’ m ≥ 4n. Potom plat́ı

cr(G) ≥ 1
64
m3

n2
.

Poznámka. Pro velký počet hran, tj. m ≈ n2 (nejvýše je m =
(
n
2

)
= n2−n

2 ) tato věta dává mnohem
silněǰśı odhad cr(G):

cr(G) ≥ konst · n
6

n2
= konst · n4 ≈ konst ·m2,

což je odhad kvadratický v počtu hran m.

D̊ukaz. Provedeme tzv. pravděpodobnostńı d̊ukaz tohoto tvrzeńı. Tento typ d̊ukazu se nám bude ještě
mnohokrát hodit v druhé kapitole.

Namalujeme G tak, aby počet kř́ıžeńı byl cr(G). Vezmeme zat́ım bĺıže neurčené p ∈ [0, 1] a pro každý
vrchol se nezávisle rozhodujeme, zda jej necháme v obrázku: Vrchol ponecháme s pravděpodobnost́ı p a
odstrańıme jej s pravděpodobnost́ı 1−p. Každá hrana z̊ustane v obrázku, pokud v něm z̊ustanou oba jej́ı
koncové vrcholy. Stejně tak kř́ıžeńı z̊ustane v obrázku, pokud v něm z̊ustanou obě hrany, které jej tvoř́ı.
Výsledkem je obrázek nového grafu Gp ⊂ G. Označme si následuj́ıćı náhodné veličiny:

np počet ponechaných vrchol̊u, tj. počet vrchol̊u v Gp,

mp počet hran v Gp,

X počet kř́ıžeńı v obrázku Gp.

X nemuśı být rovno cr(Gp), protože obrázek Gp vznikl jen odebráńım některých část́ı obrázku p̊uvodńıho
grafu G. Proto podle předchoźı věty plat́ı

X ≥ cr(Gp) ≥ mp − 3np + 6.

Z toho plyne, že i pro středńı hodnoty plat́ı (jestliže na pravé straně zanedbáme konstantu 6)

EX ≥ Emp − 3Enp. (1.12.1)

Středńı hodnoty jednotlivých veličin vyjádř́ıme následovně. Pro každé v ∈ V označ́ıme elementárńı
náhodnou veličinu

xv =

{
1 v ∈ V (Gp)
0 v /∈ V (Gp)

,

tj. xv je indikátor jevu v ∈ V (Gp). Potom ∀v ∈ V plat́ı

Exv = 1 · Pr (v ∈ V (Gp)) + 0 · Pr (v /∈ V (Gp)) = 1 · p+ 0 · (1− p) = p

a protože np =
∑
v∈V xv, tak

Enp =
∑
v∈V

Exv = np.

Analogicky zavedeme indikátor ye jevu e ∈ E(Gp) pro každou e ∈ E. Potom ∀e ∈ E plat́ı Eye = p2 a tak

Emp = mp2.

Konečně totéž provedeme i pro kř́ıžeńı, přičemž podle konstrukce obrázku Gp v něm z̊ustává každé
konkrétńı kř́ıžeńı s pravděpodobnost́ı p4, takže EX = cr(G) · p4. Po dosazeńı do (1.12.1) máme

cr(G) · p4 ≥ mp2 − 3np

cr(G) ≥ m

p2
− 3n
p3
,

což muśı platit pro každé p ∈ [0, 1]. Pokud nyńı zvoĺıme p = 4n
m ≤ 1, dostaneme

cr(G) ≥ m

p2
− 3n
p3

=
m3

16n2
− 3

m3

43n2
=
m3

n2

(
4
43
− 3

43

)
=

1
64
m3

n2
.
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1.13 Vlastńı č́ısla adjacenčńı matice grafu

V této posledńı části prvńı kapitoly shrneme některé vlastnosti adjacenčńı matice grafu. Budeme zde
použ́ıvat poznatk̊u z předmětu Teorie matic (TEMA), který je ve studijńım plánu zařazen do zimńıho
semestru třet́ıho ročńıku a je povinný pro zaměřeńı Matematické modelováńı a Softwarové inženýrstv́ı.
Tyto poznatky nebudeme dokazovat, uvedeme je však ve formě poznámek a neoč́ıslovaných definic. Rovněž
pro úplnost stručně zopakujeme definici 1.1.14 a větu 1.2.6.

Definice. Bud’ G = (V,E) graf, n = #V . Adjacenčńı matićı grafu G rozumı́me matici AG ∈ {0, 1}n,n,
pro jej́ıž prvky plat́ı

(AG)ij =

{
1 pro {vi, vj} ∈ E
0 jinak

Poznámka 1.13.1. Adjacenčńı matice má následuj́ıćı vlastnosti:

• A je reálná, nezáporná, symetrická. Ze symetrie plyne, že má reálné spektrum, a podle Schurovy
věty pro normálńı matice (viz [5]) je unitárně diagonalizovatelná, tj. existuje unitárńı matice P
(PP T = I, neboli P T = P−1) tak, že

P−1AGP = Λ = diag (λ1, ..., λn).

Protože AG je reálná, jsou matice P ,Λ (konstruované v d̊ukazu Schurovy věty) také reálné a tedy
P je ortogonálńı. Jej́ı sloupce i řádky tvoř́ı ortonormálńı (ON) bázi prostoru Rn. Z toho, že Λ je
reálná, je vidět i σ(A) ⊂ R, i když reálnost vlastńıch č́ısel symetrické matice je možné dokázat
snadno i bez Schurovy věty.

• Protože spektrum matice ani stopa se podobnostńımi transformacemi neměńı, plat́ı TrAG =
∑
λi

, kde λi jsou všechna vlastńı č́ısla matice AG. Protože ovšem (∀i ∈ n̂) (Aii = 0), tak 0 = TrAG =∑
λi.

• Necht’ k ∈ n̂. Potom prvek
(
Ak
G

)
ij

je roven počtu sled̊u délky k z vrcholu vi do vrcholu vj . (věta

1.2.6)

• Uvědomı́me-li si, jakým zp̊usobem vzniká (i, j)-tý prvek matice AGAG = A2
G, tak ze symetrie AG

plyne
(
A2
G

)
ii

= dG(vi). Lze uvažovat i podle předchoźıho bodu, že totiž
(
A2
G

)
ii

je počet sled̊u délky
2 z vi do vi, a to je zřejmě právě dG(vi).

• Protože

Tr
(
A2
G

)
= Tr

(
P−1A2

GP
)

= Tr

P−1AGP︸ ︷︷ ︸
Λ

P−1AGP︸ ︷︷ ︸
Λ

 = TrΛ2 =
n∑
i=1

λ2
i ,

tak z předchoźıho bodu máme
n∑
i=1

λ2
i = Tr

(
A2
G

)
=

n∑
i=1

dG(vi) = 2#E.

Úmluva. Vlastńı č́ısla matice AG označme tak, aby byla uspořádána podle velikosti. Největš́ı vlastńı č́ıslo
označ́ıme Λ:

λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn = Λ.

Ze Schurovy věty plyne, že pořad́ı diagonálńıch prvk̊u matice Λ = P−1AGP je možné volit libovolně,
proto BÚNO můžeme uvažovat

Λ =


λ1

. . .
λn−1

Λ

 .
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Poznámka. Spektrálńı normou matice A nazýváme č́ıslo

‖A‖ = max
‖x‖=1

xTAx.

Jej́ı název pocháźı z platnosti vztahu
‖AG‖ = ρ(A),

kde ρ(A) je spektrálńı poloměr matice A.

D̊ukaz. (pro symetrickou nezápornou matici AG). Plat́ı
xTAGx = xTP︸ ︷︷ ︸

yT

P TAGP︸ ︷︷ ︸
Λ

P Tx︸ ︷︷ ︸
y

. Protože P je ON, má y = P Tx také normu 1. Proto

max
‖x‖=1

xTAGx = max
‖y‖=1

yTΛy = max
‖y‖=1

(y1, ..., yn)

 λ1

. . .
λn


 y1

...
yn

 =

= max
‖y‖=1

n∑
i=1

λiy
2
i ≤

n∑
i=1

Λy2
i = Λ

n∑
i=1

y2
i = Λ.

Ukázali jsme tedy
max
‖x‖=1

xTAGx ≤ Λ.

Pokud ovšem zvoĺıme

y =

0
BBBBBBBBB@

0
0
...
0
1

1
CCCCCCCCCA

,

tj. jednička bude na posledńım řádku odpov́ıdaj́ıćım pozici vlastńıho č́ısla Λ, tak

n∑
i=1

λiy
2
i = Λ,

a tedy plat́ı
‖A‖ = max

‖x‖=1
xTAGx = Λ = ρ(AG).

Věta 1.13.2. Je-li graf G bipartitńı, je spektrum jeho adjacenčńı matice symetrické kolem počátku na
reálné ose.

D̊ukaz. Adjacenčńı matice bipartitńıho grafu má při vhodném uspořádáńı vrchol̊u tvar

AG =
(

0 B

BT 0

)
.

Necht’ nyńı λ ∈ σ(AG). Potom AGx = λx pro nějaké x 6= 0. Blokově(
0 B

BT 0

)(
y
z

)
= λ

(
y
z

)
,

kde

x =
(

y
z

)
.
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Porovnáme-li jednotlivé bloky, dostaneme rovnosti

Bz = λy,

BTy = λz.

Nyńı mı́sto vektoru
(

y
z

)
vezmeme vektor

(
y
−z

)
. Pro něj plat́ı

AG

(
y
−z

)
=
(
−Bz

BTy

)
=
(
−λy
λz

)
= −λ

(
y
−z

)
.

To ale znamená, že −λ ∈ σ(AG) a k němu př́ıslušný vlastńı vektor je
(

y
−z

)
6= 0.

Poznámka. Otázkou je, zda jsme mohli BÚNO předpokládat, že matice AG má již vhodný blokový tvar,
tj. zda při jiném uspořádáńı vrchol̊u se nezměńı spektrum adjacenčńı matice grafu. Abychom dokázali
odpovědět, nejdř́ıve si uvědomme, že permutaci vrchol̊u grafu G odpov́ıdá současná permutace řádk̊u i
sloupc̊u jeho adjacenčńı matice. Tato dvojitá permutace lze však vyjádřit součinem

A′
G = P TAGP ,

kde P je tzv. permutačńı matice.

Definice. Permutačńı matice je regulárńı matice P ∈ {0, 1}n,n taková, že obsahuje právě n jedniček,
tj. vznikne permutaćı řádk̊u nebo sloupc̊u jednotkové matice.

Poznámka. Je snadno vidět, že každý sloupec P má normu 1 a každé dva r̊uzné sloupce jsou navzájem
kolmé. Proto plat́ı

P TP = I,

neboli P T = P−1, takže P je ortogonálńı. T́ım pádem ovšem A′
G = P TAGP = P−1AGP , což znamená,

že adjacenčńı matice G, kterou po zpermutováńı vrchol̊u označujeme A′
G, je podobná p̊uvodńı matici AG.

Proto má stejné spektrum.

Definice. Řekneme, že matice A ∈ Cn,n je rozložitelná, právě když existuje permutačńı matice P tak,
že

P TAP =
(

B11 B12

0 B22

)
,

kde B11,B22 jsou čtvercové bloky řádu nejméně 1. V opačném př́ıpadě se A nazývá nerozložitelnou
matićı.

Věta. Adjacenčńı matice grafu G je nerozložitelná právě tehdy, když G je souvislý.

Věta. Bud’ A nezáporná nerozložitelná matice řádu n ≥ 2. Potom ρ(A) ∈ σ(A) (to je (mimo jiné)
obsahem Perron-Frobeniovy věty). Jestlǐze nav́ıc existuje α ∈ C, |α| = 1, α 6= 1 takové, že i αρ(A) ∈ σ(A),
potom existuje diagonálńı matice D = diag (δ1, ..., δn), |δi| = 1 ∀i ∈ n̂, taková, že

AD = αDA.

Věta 1.13.3. Graf G je bipartitńı, právě když je spektrum jeho adjacenčńı matice symetrické kolem
počátku na reálné ose.

D̊ukaz. Jeden směr ekvivalence již obsahuje věta 1.13.2. Zbývá dokázat implikaci ⇐: .

1. Necht’ G je souvislý, tj. AG = (aij) je nerozložitelná. Potom lze použ́ıt předchoźı větu. Z předpok-
ladu symetrie σ(A) plat́ı, že existuje matice D = diag (δ1, ..., δn) taková, že

AD = DA. (1.13.1)
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Protože potom samozřejmě i AγD = γDA pro každé γ 6= 0, lze BÚNO předpokládat δ1 = 1. Pokud
nyńı porovnáme prvky v (1.13.1) na (i, j)-tém mı́stě takovém, že {i, j} ∈ E, tj. aij = 1, dostaneme

aijδj = −δiaij ,

takže δj = −δi. Protože G je souvislý, lze se z každého vrcholu dostat do každého, a tak postupnou
aplikaćı právě odvozeného pravidla (s uvážeńım δ1 = 1) dostaneme

(∀i ∈ n̂) (δi = ±1) .

Nyńı provedeme rozklad množiny vrchol̊u:

V1 = { i| δi = +1} ,
V2 = { i| δi = −1} .

Je zřejmé, že V1 ani V2 nejsou prázdné a že uvnitř V1ani V2 nevede hrana, protože

(∀i, j ∈ n̂) ({i, j} ∈ E ⇒ δj = −δi) .

2. Necht’ G neńı souvislý, tj. G = G1∪ ...∪Gl, kde Gi (i ∈ l̂) jsou jednotlivé komponenty grafu. Potom
jeho vrcholy oč́ıslujeme tak, že vrcholy z jedné komponenty jsou bezprostředně za sebou. AG bude
mı́t tvar

AG =


AG1 0

AG2

. . .
0 AGl

 .

Necht’ −Λ ∈ σ (AGi). Potom protože Gi je komponenta, tak AGi je nerozložitelná a z Perron-
Frobeniovy věty také Λ ∈ σ (AGi

). Podle prvńıho bodu je tedy Gi bipartitńı graf, a podle druhé
implikace věty je celé spektrum AGi

symetrické. Komponentu Gi můžeme tedy z G odstranit a
adjacenčńı matice výsledného grafu bude mı́t stále symetrické spektrum. Tak postupně dokážeme,
že všechny komponenty jsou bipartitńı grafy. T́ım pádem je i G bipartitńı, stač́ı totiž definovat

V1 =
l⋃
i=1

V i1 , V2 =
l⋃
i=1

V i2 .

Věta. Necht’ A ≥ 0. Potom ρ(A) je vlastńı č́ıslo A a vlastńı vektor k němu lze volit nezáporný.

Věta 1.13.4. Necht’ G je graf, AG jeho adjacenčńı matice, Λ = maxσ(AG). Potom plat́ı

δ(G) ≤ Λ ≤ ∆(G).

D̊ukaz. Necht’ x je nezáporný vlastńı vektor matice AG př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu Λ. Zvolme jej tak,
aby maxi∈n̂ xi = 1 a označme k = arg maxi∈n̂ xi. Potom (když k jako index dole udává k-tou složku)

Λ = (Λx)k = (AGx)k ≤

AG

 1
...
1



k

=

 dG(v1)
...

dG(vn)


k

≤ ∆(G). (1.13.2)

Pro d̊ukaz druhé nerovnosti lze použ́ıt vlastnosti spektrálńı normy matice:

Λ = max
‖x‖=1

xTAx ≥ 1√
n

(1, ..., 1)︸ ︷︷ ︸
xT

0

AG
1√
n

 1
...
1


︸ ︷︷ ︸

x0

=
1
n

(1, ..., 1)

 dG(v1)
...

dG(vn)

 =
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=
1
n

n∑
i=1

dG(vi) ≥
1
n

n∑
i=1

δ(G) = δ(G).

Poznámka. Kdy plat́ı Λ = ∆(G)? V (1.13.2) jsou celkem dvě nerovnosti, v obou muśı platit rovnost. Co
se týká pravé nerovnosti, muśı dG(vk) = ∆(G). Rovnost v levé nerovnosti, tj.

(AGx)k ≤

AG

 1
...
1



k

,

znamená

(ak1, ..., akn)

 x1

...
xn

 = (ak1, ..., akn)

 1
...
1

 .

Vı́me, že xk = 1. Uvedená nerovnost vynucuje, aby xj = 1 pro každé i takové, že aki = 1. Potom
lze ale (1.13.2) napsat i pro k = i, opět muśı platit v obou nerovnostech rovnost, a z té pravé plyne
dG(vi) = ∆(G). Jinými slovy, vrchol k i všichni jeho sousedi vi muśı mı́t stupeň roven ∆(G), přičemž
xk = 1, xi = 1 pro každé i ∈ {j ∈ n̂| vj ∈ N(vk)}. Úvahu lze tedy zopakovat pro všechny sousedy vrcholu
vk, takže i všichni sousedi všech soused̊u vk muśı mı́t stupeň ∆(G) atd.

Důsledek 1.13.5. Je-li G souvislý graf, tak plat́ı

(Λ = ∆(G))⇔ (δ(G) = Λ = ∆(G)) .
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Kapitola 2

Rozš́ı̌rený kurs teorie graf̊u

2.1 Brouwerova věta o pevném bodě

Následuj́ıćı věta má velmi zaj́ımavý d̊ukaz, který využ́ıvá jen jedinou maličkost z teorie graf̊u, a sice že
součet všech stupň̊u vrchol̊u grafu je sudý. Přesto je zařazena do této přednášky jako př́ıklad aplikace
teorie graf̊u tam, kde bychom to možná nečekali.

Věta 2.1.1. (Brouwer)
Necht’ f je spojité zobrazeńı uzavřené koule B ⊂ Rd do B. Potom f má pevný bod, tj.

(∃x ∈ B) (f(x) = x) .

Poznámka. Pokud d = 1, je d̊ukaz tvrzeńı snadný. Uzavřená koule reprezentuje uzavřený interval na
reálné ose. Vezměme tedy např́ıklad

f : [0, 1] 7→ [0, 1].

Definujme
g(x) = f(x)− x

a ptejme se, zda existuje x ∈ [0, 1] takové, že g(x) = 0. Zřejmě plat́ı

g(0) = f(0)− 0 ≥ 0,
g(1) = f(1)− 1 ≤ 0.

Protože f je spojitá funkce, je i g spojitá a proto nutně (∃x ∈ [0, 1]) (g(x) = 0).

Skutečný d̊ukaz Brouwerovy věty provedeme detailně jen pro d = 2. Pro obecné d je myšlenka d̊ukazu
stejná, ale technické detaily jsou komplikovaněǰśı: Ukážeme totiž platnost věty pro trojúhelńık mı́sto pro
kouli v R2 (což je kruh). Pro obecné d bychom větu dokazovali pro d-simplex mı́sto pro kouli v Rd.

Nejprve předvedeme, jak platnost tvrzeńı pro trojúhelńık implikuje jeho platnost pro kruh. Existuje
totiž spojitá bijekce ϕ kruhu B na trojúhelńık T , což můžeme vidět na obrázku 2.1.1. Kruhu s poloměrem
r oṕı̌seme libovolný trojúhelńık. Každý bod A v kruhu B kromě středu spoj́ıme se středem S polopř́ımkou
p, která prot́ıná kružnici B ve vzdálenosti r od S a trojúhelńık T ve vzdálenosti t od S. Hodnotu ϕ(A)
pak definujeme jako bod na p ve vzdálenosti t

r

∣∣AS∣∣ od S.
Necht’ nyńı f : B 7→ B je spojité zobrazeńı. Potom zobrazeńı h = ϕ ◦ f ◦ ϕ−1 je h : T 7→ T a je

spojité. Podle Brouwerovy věty dokázané pro trojúhelńık existuje x ∈ T takový, že h(x) = x, neboli
ϕ
(
f
(
ϕ−1(x)

))
= x. Potom ale

f
(
ϕ−1(x)

)
= ϕ−1(x),

takže ϕ−1(x) ∈ B je pevným bodem zobrazeńı f .
Dále tedy budeme směřovat k d̊ukazu Brouwerovy věty pro trojúhelńık.

61
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Obrázek 2.1.1: Bijekce kruhu na trojúhelńık
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Obrázek 2.1.2: ”Správná“ a ”nesprávná“ triangulizace

Definice 2.1.2. Necht’ T je trojúhelńık. Trojúhelńıky T1, T2, ..., Tk nazveme triangulizaćı (angl. sim-
plicial subdivision) trojúhelńıku T , jestliže

⋃k
i=1 Ti = T a pro každé i, j ∈ k̂, i 6= j je Ti ∩ Tj bud’ ∅, nebo

společný vrchol trojúhelńık̊u Ti a Tj , nebo společná strana trojhelńık̊u Ti a Tj .

Př́ıklad. V levém trojúhelńıku na obrázku 2.1.2 je vytvořena triangulizace, v pravém však nikoliv, nebot’
některé trojúhelńıky maj́ı pr̊unik tvoř́ıćı jen část strany jednoho z nich.

Definice 2.1.3. Bud’ T trojúhelńık s vrcholy e1, e2, e3, necht’ T1, T2, ..., Tk je jeho trianglulizace. Obarveńı
vrchol̊u trojúhelńık̊u T1, T2, ..., Tk barvami 1, 2, 3 se nazývá vlastńı, jestliže pro každé i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j
plat́ı

1. ei má barvu i,

2. vrcholy trojúhelńık̊u lež́ıćı na úsečce eiej maj́ı barvu i nebo j.

Barvy vrchol̊u uvnitř trojúhelńıku T nejsou d̊uležité.

Lemma 2.1.4. (Sperner, 1928)
Necht’ T je trojúhelńık, T1, T2, ..., Tk jeho triangulizace. Potom při každém vlastńım obarveńı vrchol̊u

trojúhelńık̊u T1, T2, ..., Tk barvami 1, 2, 3 existuje i ∈ k̂ takové, že Ti má vrcholy obarveny všemi třemi
barvami.

D̊ukaz. Dané triangulizaci přǐrad́ıme graf G = (V,E), jenž bude zkonstruován takto:

• Množina vrchol̊u V grafu G bude tvořena trojúhelńıky T, T1, T2, ..., Tk.

• Množina hran bude splňovat následuj́ıćı dvě podmı́nky:

– {Ti, Tj} ∈ E, právě když Ti∩Tj je jejich společná strana, jej́ıž konce jsou vrcholy (trojúhelńık̊u)
obarvené právě oběma barvami 1 a 2.

– {T, Ti} ∈ E, právě když Ti má stranu s koncovými vrcholy obarvenými oběma barvami 1 a
2 a tato strana lež́ı ve straně trojúhelńıka T (jej́ıž koncové vrcholy jsou tedy také obarveny
barvami 1 a 2).
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Je jasné, že pro stupně vrchol̊u Ti grafu G plat́ı 0 ≤ dG(Ti) ≤ 2 pro každé i ∈ k̂. Neńı totiž možné, aby
všechny tři strany trojúhelńıka měly konce obarvené oběma barvami 1 a 2. Stupeň T jako vrcholu grafu
G je svázán s pokryt́ım strany e1e2 trojúhelńıky z triangulizace:

1 1 2 1 2 2 1 2

e1 e2a2 a3 a4 a5 a6 a7

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
......................................................................................

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
............................................................................................................................

.........
.........
.........
.........
.........
.........
................................................................................

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............................................................................................

.........
.........
.........
.........
.........
.........
...........................................................................

........
........
........
.......................................................................................

....................................................................................................... pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

Předpokládejme, že na hraně e1e2 jsou zleva doprava uspořádány vrcholy

e1 = a1, a2, ...., al−1, al = e2.

Jestliže barva aj se lǐśı od barvy aj+1, tak podle definice grafu G je trojúhelńık Ti , který má jako jednu
z hran úsečku ajaj+1, v hraně s T . Každá změna barvy vrcholu 1→ 2 nebo 2→ 1 při procházeńı strany
e1e2 zleva doprava tedy přisṕıvá jedničkou ke stupni T . Protože ale e1 = a1 má barvu 1 a e2 = al má
barvu 2, tak těchto změn je lichý počet. Stupeň T je tedy lichý. Nyńı využijeme, že

∑
v∈V

dG(v) =
k∑
i=1

dG(Ti) + dG(T ) = 2#E,

takže součet
∑k
i=1 dG(Ti) + dG(T ) je sudý. T́ım pádem

∑k
i=1 Ti je lichý. Existuje tedy daľśı vrchol grafu

G (tj. trojúhelńık triangulace Ti) s lichým stupněm, který tak muśı být roven 1. Jinými slovy, tento
trojúhelńık má v G jen jediného souseda, což znamená, že dva jeho vrcholy maj́ı barvy 1 a 2, ale třet́ı
vrchol už muśı mı́t barvu 3:

.......................................................................................................................................................................... ...........
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Nyńı už můžeme dokázat př́ımo Brouwerovu větu:

D̊ukaz. Mějme tedy trojúhelńık T s vrcholy e1, e2, e3 v lineárńım prostoru R2. Každý bod x ∈ T můžeme
vyjádřit jako konvexńı kombinaci

x = α1e1 + α2e2 + α3e3,

kde
αi ≥ 0,

α1 + α2 + α3 = 1. (2.1.1)

Označme si obecně pro libovolný x ∈ T i-tou souřadnici bodu x v uvedené konvexńı kombinaci jako αi(x).
Obdobně

f(x) = α′1e1 + α′2e2 + α′3e3,

kde
α′i ≥ 0,

α′1 + α′2 + α′3 = 1. (2.1.2)

Označme si obdobně i-tou souřadnici f(x) v konvexńı kombinaci bod̊u e1, e2, e3 jako α′i(x). Je-li x pevným
bodem zobrazeńı f , potom α′i(x) = αi(x) pro každé i ∈ {1, 2, 3}.
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Postupujme sporem, tj. předpokládejme, že f nemá pevný bod. Potom lze korektně definovat obarveńı
každého bodu x ∈ T jako zobrazeńı

b(x) := min { i ∈ {1, 2, 3}|αi(x) > α′i(x)} . (2.1.3)

Pro toto obarveńı plat́ı:

• (∀i ∈ {1, 2, 3}) (b(ei) = i). Např́ıklad e1 = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3, takže s přihlédnut́ım k (2.1.1) a
(2.1.2) nutně α1(e1) > α′1(e1).

• Dále (∀i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j) (x ∈ eiej ⇒ b(x) ∈ {i, j}). Např́ıklad každé x ∈ e1e2 má barvu 1 nebo
2. Pro takové x je totiž α3(x) = 0, takže nemůže být α3(x) > α′3(x).

Zvolme nyńı posloupnost triangulaćı trojúhelńıku T označenou

T
(n)
1 , T

(n)
2 , ..., T

(n)
kn

tak, že pro n → ∞ jde maximum obvod̊u trojúhelńık̊u z n-té triangulace k nule. Obarv́ıme-li všechny
vrcholy v triangulizaci podle zobrazeńı b, bude se jednat o vlastńı obarveńı. Podle Spernerova lemmatu
existuje pro každé n trojúhelńık T (n)

in
, který má vrcholy obarveny všemi třemi barvami. Označme

xn vrchol T (n)
in

s barvou 1,

yn vrchol T (n)
in

s barvou 2,

zn vrchol T (n)
in

s barvou 3.

Protože T je kompaktńı množina, existuje konvergentńı podposloupnost (xjn)n∈N vybraná z (xn)n∈N,
kterou budeme nadále označovat opět jako (xn)n∈N. To samé plat́ı pro posloupnosti (yn)n∈N a (zn)n∈N.
Necht’ w je limita posloupnosti (xn)n∈N. Potom však

yn = yn − xn︸ ︷︷ ︸
→0

+xn −−−−→
n→∞

w

a stejně tak
zn −−−−→

n→∞
w.

Protože xn má pro každé n barvu 1, tak podle (2.1.3) plat́ı α1(x) > α′1(x). Protože f je spojitá, je i
souřadnice α′1(x) spojitou funkćı α1(x) (a rovněž ostatńıch souřadnic), takže v limitě plat́ı

α1(w) ≥ α′1(w).

Pro ostatńı souřadnice však dostaneme z vlastnost́ı yn a zn stejný vztah:

α2(w) ≥ α′2(w),
α2(w) ≥ α′2(w).

Po sečteńı všech nerovnost́ı dostaneme

1 = α1(w) + α2(w) + α3(w) ≥ α′1(w) + α′2(w) + α′3(w) = 1

a proto muśı platit rovnosti αi(w) = α′i(w) pro každé i ∈ {1, 2, 3}. To ale znamená, že f(w) = w, což je
spor.
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2.2 Pravděpodobnostńı d̊ukazy v teorii graf̊u

Následuj́ıćı věty udávaj́ı př́ıklady tvrzeńı dokazatelných pomoćı tzv. pravděpodobnostńıch d̊ukaz̊u. Jeden
takový jsme již viděli u věty 1.12.14. Jiné d̊ukazy tohoto typu se vyskytnou i dále, tyto věty však byly
prvńı, u nichž jsme se v pr̊uběhu přednášky s pravděpodobnostńımi d̊ukazy setkali. Na jejich tvrzeńı již
daľśı látka nezáviśı, a proto maj́ı skutečně sṕı̌se demonstrativńı účel. Jsou zde tedy zařazeny do poněkud
umělé podkapitoly.

Věta 2.2.1.
počet bipartitńıch graf̊u na n vrcholech

počet všech graf̊u na n vrcholech
−−−−→
n→∞

0

D̊ukaz. Bud’ G = (n̂, E) náhodný graf na n vrcholech. To znamená, že E vznikne tak, že ∀i, j ∈ n̂, i 6= j
je {i, j} ∈ E s pravděpodobnost́ı 1

2 (pro každé dva vrcholy si hod́ıme minćı, a pokud padne ĺıc, spoj́ıme
je hranou). Ptejme se, jaká je pravděpodobnost, že pro pevně daný rozklad n̂ = V1 ∪ V2 (V1 ∩ V2 = ∅ a
V1, V2 6= ∅) plat́ı E ∩

(
V1
2

)
= ∅, E ∩

(
V2
2

)
= ∅, tj. že ve V1 ani ve V2 nevede hrana.

Označme k = #V1. Potom tato pravděpodobnost je rovna

PV1,V2 =
(

1
2

)(k
2)
·
(

1
2

)(n−k
2 )

,

protože
(
k
2

)
je počet r̊uzných dvojic vrchol̊u ve V1 a

(
n−k

2

)
je počet r̊uzných dvojic vrchol̊u ve V2.

G je bipartitńı právě tehdy, když existuje rozklad n̂ = V1 ∪ V2 takový, že ve V1 ani ve V2 nevedou
hrany. Využijeme-li známý vztah z teorie pravděpodobnosti platný pro jevy Aj

Pr
(⋃

Aj

)
≤
∑

PrAj ,

můžeme odhadnout pravděpodobnost P , že G je bipartitńı:

P ≤
∑

∅6=V1$n̂
V2=n̂\V1

PV1,V2 =
∑

∅6=V1$n̂
V2=n̂\V1

k=#V1

(
1
2

)(k
2)
·
(

1
2

)(n−k
2 )
≤ ...

Nyńı použijeme nerovnost
(
n/2
2

)
≤
(
k
2

)
+
(
n−k

2

)
, která je zřejmá, protože pro každé k je k ≥ n

2 nebo
(n− k) ≥ n

2 .

... ≤
∑

∅6=V1$n̂
V2=n̂\V1

k=#V1

(
1
2

)(n/2
2 )
≤
∑
V1⊂n̂

(
1
2

)(n/2
2 )

= 2n
(

1
2

)(n/2
2 )

= 2n−(n/2
2 ) −−−−→

n→∞
0

Pravděpodobnost, že na n vrcholech náhodně vybereme graf, který je bipartitńı, tedy klesá s rostoućım
n k nule. Protože pravděpodobnost a relativńı četnost v limitě (se vzr̊ustaj́ıćım počtem možných jev̊u)
splývaj́ı, dokázali jsme t́ım i tvrzeńı věty.

Věta 2.2.2. (Existence velkých bipartitńıch graf̊u)
Necht’ G = (V,E) je (pevně daný) graf na 2n vrcholech. Potom existuje rozklad V = A∪B takový, že

#A = #B = n a nav́ıc počet hran mezi A a B je alespoň 1
2#E.

D̊ukaz. Vybereme náhodně podmnožinu A velikosti n, zvoĺıme B = V \A. Zavedeme náhodnou veličinu
X = X(A) jako počet hran mezi A a B. Když nyńı ukážeme, že středńı hodnota EX > 1

2#E, pak muśı
existovat konkrétńı realizace A tak, že X(A) ≥ 1

2#E, a t́ım bude d̊ukaz hotov. Tuto myšlenku využijeme
i u d̊ukaz̊u daľśıch vět.
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Pro každou hranu e ∈ E zavedeme náhodnou veličinu (indikátor jevu)

Ie =

{
1 e vede mezi A a B
0 jinak

.

Potom
X =

∑
e∈E

Ie.

Středńı hodnota je z definice lineárńı funkcionál, takže

EX =
∑
e∈E

E (Ie) , (2.2.1)

přičemž

E (Ie) = 1 · Pr(Ie = 1) + 0 · Pr(Ie = 0) = Pr(Ie = 1) = Pr(e vede mezi A a B) = 2

(
2n−2
n−1

)(
2n
n

) =
n

2n− 1
>

1
2
.

Kombinatorickou úvahu vysvětĺıme. Necht’ e = {u, v}. Potom
(
2n−2
n−1

)
je počet výběr̊u množiny A tak, že

(právě) u ∈ A a (právě) v /∈ A. Tyto dva vrcholy jsou totiž dány pevně a potom už do A vyb́ıráme jen
n− 1 vrchol̊u ze zbylých 2n− 2. Dále 2

(
2n−2
n−1

)
je počet výběr̊u množiny A tak, že jeden vrchol (u nebo v)

hrany e lež́ı v A a ten druhý nelež́ı. Konečně
(
2n
n

)
je počet všech r̊uzných výběr̊u množiny A.

Pokud nyńı dosad́ıme do (2.2.1), dostaneme

EX = #E · E (Ie) >
1
2
#E.

2.3 Extremálńı teorie graf̊u

Věty z extremálńı teorie graf̊u vyjadřuj́ı vztahy typu

• ” jistý počet něčeho už vynucuje něco“ nebo

• ”kolik něčeho může být, aby platilo něco“

2.3.1 Turánova věta

Věta 2.3.1. (Turán, 1943)
Necht’ G = (V,E) je graf, který neobsahuje kliku velikosti p (viz. definice 1.11.3) , tj. Kp neńı pod-

grafem G. Potom

#E ≤ n2

2

(
1− 1

p− 1

)
. (2.3.1)

Důkaz̊u Turánovy věty existuje řada, my postupně provedeme d̊ukaz založený na následuj́ıćım lem-
matu:

Lemma 2.3.2. Necht’ G je graf (na pevném počtu vrchol̊u) neobsahuj́ıćı Kp s maximálńım počtem hran.
Potom v G neexistuje trojice vrchol̊u u, v, w takových, že {v, w} ∈ E a přitom {u, v} /∈ E, {u,w} /∈ E.

vv wv
u

v
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D̊ukaz. Nejprve proved’me pomocnou úvahu: Bud’ G = (V,E) bez Kp, necht’ x ∈ V . Sestrojme graf

G′ = (V ∪ {x′}, E ∪ {{v, x′}| v ∈ V ∧ {v, x} ∈ E}) ,

pro nějž ∀v ∈ V plat́ı {x, v} ∈ E(G′)⇔ {x′, v} ∈ E(G′). Vrcholy x a x′ jsou tedy v G′ zcela rovnocenné.
Protože {x, x′} /∈ E(G′), tak G′ nemůže obsahovat Kp. V Kp by totiž musel být bud’ jen vrchol x, nebo
jen vrchol x′, což je spor, protože v tom př́ıpadě by musela klika Kp existovat už v G.

Nyńı postupujme sporem. Necht’ v G existuje trojice vrchol̊u u, v, w daných vlastnost́ı. Potom mohou
nastat dvě možnosti:

1. dG(u) < dG(v) nebo dG(u) < dG(w) (necht’ BÚNO dG(u) < dG(v)). V tomto př́ıpadě ke grafu G
přidáme právě popsaným zp̊usobem vrchol v′ a ubereme vrchol u (i se všemi hranami, které do něj
vedly). Nově vytvořený graf neobsahuje Kp, ale přitom má o

dG(v′)− dG(u) = dG(v)− dG(u) > 0

hran v́ıce než G, což je spor s maximálńım počtem hran grafu G.

2. dG(u) ≥ dG(v) a dG(u) ≥ dG(w). V tomto př́ıpadě ke G přidáme kopie u′, u′′ a ubereme vrcholy
v, w. Nový graf opět neobsahuje Kp a má o

2dG(u)− dG(v)− dG(w) + 1 > 0

hran v́ıce než G, což je spor. Jedničku přič́ıtáme proto, že {v, w} ∈ E, a odečteńım stupň̊u vrchol̊u
v, w jsme tuto hranu odečetli od celkového počtu hran dvakrát.

Důsledek. Relace � na množině vrchol̊u V grafu G s vlastnostmi z minulého lemmatu definovaná jako

(u� v)⇔ {u, v} /∈ E

je ekvivalence na V .

D̊ukaz. Symetrie a reflexivita relace � jsou zřejmé. Tranzitivitu pak vyjadřuje předchoźı lemma:

{v, u} /∈ E ∧ {u,w} /∈ E ⇒ {v, w} /∈ E.

Nyńı přikroč́ıme př́ımo k d̊ukazu tvrzeńı Turánovy věty.

D̊ukaz. Mějme tedy G = (V,E) bez Kp, s maximálńım počtem hran. Bude-li platit (2.3.1) pro tento G,
bude platit i pro libovolný jiný graf bez Kp (s nejvýše stejným počtem hran). V je rozdělena na tř́ıdy
ekvivalence podle relace �

V = V1 ∪ V2 ∪ ... ∪ Vs,

přičemž z definice � plat́ı:

•
(∀i ∈ ŝ) (∀u, v ∈ Vi) ({u, v} /∈ E) , (2.3.2)

•
(∀i, j ∈ ŝ, i 6= j) (∀u ∈ Vi) (∀v ∈ Vj) ({u, v} ∈ E) . (2.3.3)
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Mezi každými dvěma vrcholy z r̊uzných tř́ıd tedy vedou hrany, ale v jedné tř́ıdě neńı hrana mezi žádnými
dvěma vrcholy.

Počet tř́ıd je s = p − 1. Kdyby jich totiž bylo alespoň p, bylo by možné vybrat z každé z nich jeden
vrchol, a vybraná podmnožina V by tvořila kliku velikosti s ≥ p, takže by v G existovala i Kp ⊂ Ks ⊂ G.
Kdyby jich naopak bylo méně než p − 1, potom bychom mohli jednu tř́ıdu ekvivalence rozb́ıt na dvě
(přidat hrany mezi odpov́ıdaj́ıćımi množinami vrchol̊u), a stále by graf neobsahoval Kp (je jasné, že r̊uzné
vrcholy z Kp muśı ležet v r̊uzných tř́ıdách Vi). To by ale byl spor s maximalitou počtu hran v G.

V se tedy skládá z p− 1 podmnožin V1, ..., Vp−1 s vlastnostmi (2.3.2) a (2.3.3). Označme si ki = #Vi
pro každé i ∈ p̂− 1. Potom

n =
p−1∑
i=1

ki.

Počet hran mezi Vi a Vj pro i 6= j je zřejmě kikj , takže počet hran v celém grafu je∑
1≤i<j≤p−1

kikj (2.3.4)

a přitom v G je počet hran maximálńı mezi všemi grafy na n = #V vrcholech, které neobsahuj́ı Kp. Je
tedy maximálńı i mezi takovými z nich, které maj́ı stejný ”tvar“ jako G: jejich množina vrchol̊u je nějak
rozdělena na p − 1 neprázdných disjunktńıch podmnožin, které splňuj́ı (2.3.2) a (2.3.3). Přitom každý
graf, který splňuje tyto podmı́nky, neobsahuje Kp. Každý z těchto graf̊u je nav́ıc jednoznačně (až na
izomorfismus) určen (p− 1)-tićı (k1, ..., kp−1). Počet hran v G je potom možno vyjádřit jako

max

 ∑
1≤i<j≤p−1

kikj


za podmı́nky

n =
p−1∑
i=1

ki , ki ∈ N0.

Maxima počtu hran se však nabyde právě tehdy, když počet ”nehran“ (dvojic vrchol̊u, mezi nimiž nevede
hrana) bude minimálńı. Ekvivalentně tak lze hledat

min

(
p−1∑
i=1

(
ki
2

))
za stejných podmı́nek, což bude jednodušš́ı. Protože chceme pouze shora odhadnout skutečný počet hran
v G, vyřeš́ıme úlohu minima bez podmı́nky na celoč́ıselnost proměnných ki. Hledáme tedy vázaný extrém
funkce

f(x1, ..., xp−1) =
p−1∑
i=1

(
xi
2

)
=

p−1∑
i=1

1
2
xi(xi − 1)

za podmı́nky
p−1∑
i=1

xi = n.

Sestav́ıme Lagrangeovu funkci

Λ(x1, ..., xp−1) = f(x1, ..., xp−1)− λ

(
p−1∑
i=1

xi − n

)

a po zderivováńı a položeńı
(
∀i ∈ p̂− 1

)
(∂iΛ = 0) dostaneme

0 =
∂Λ
∂xi

= xi −
1
2
− λ ⇒ xi = λ+

1
2
.
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Obrázek 2.3.1: Páry vzdálených bod̊u v rovině

Pokud dosad́ıme do podmı́nky vazby, vyjde λ = n
p−1 −

1
2 , takže pro všechna xi plat́ı

xi =
n

p− 1
.

Lze snadno ověřit, že se skutečně jedná o minimum, výpočtem (tzv. Hessovy) matice H =
(

∂2Λ
∂xi∂xj

)
.

Plat́ı H = I, což je zřejmě pozitivně definitńı matice.
Dosad́ıme-li nyńı za xi do

∑
1≤i<j≤p−1 xixj , źıskáme horńı odhad skutečného počtu hran (2.3.4).

Všechny sč́ıtance v sumě jsou stejné a jejich počet je
(
p−1
2

)
, takže horńı odhad počtu hran vycháźı jako(

n

p− 1

)2(
p− 1

2

)
=

n2

(p− 1)2
(p− 1)(p− 2)

2
=
n2

2

(
1− 1

p− 1

)
,

což je přesně (2.3.1).

Poznámka. Důkaz Turánovy věty také ukazuje, jak graf s co největš́ım počtem hran, a přitom bez Kp,
zkonstruovat. Např́ıklad graf neobsahuj́ıćı K3 s maximálńım počtem hran bude úplný bipartitńı s množi-
nou vrchol̊u V rozdělenou na podmnožiny s počty vrchol̊u

[
n+1

2

]
a
[
n
2

]
.

V následuj́ıćım ukážeme jednu z aplikaćı Turánovy věty.

Definice. Necht’ S = {x1, ..., xn} ⊂ R2 je množina bod̊u v rovině. Pr̊uměrem (diametrem) množiny S
rozumı́me č́ıslo

diamS = max
i,j∈n̂

‖xi − xj‖ .

Poznámka. Necht’ S = {x1, ..., xn} ⊂ R2, diamS ≤ 1, d ∈ (0, 1). Otázkou je, kolik pár̊u bod̊u xi, xj má
vzdálenost ≥ d, a jestli tento počet lze jiným uspořádáńım bod̊u x1, ..., xn zvýšit. Jako př́ıklad si vezměme
n = 6, d =

√
3

2 − ε, ε > 0. Potom existuje
(
6
2

)
= 15 r̊uzných pár̊u. Na obrázku 2.3.1 jsou páry od sebe

vzdálených bod̊u spojeny čarami. Vlevo má 9 pár̊u vzdálenost ≥ d a 6 pár̊u vzdálenost < d, vpravo má
12 pár̊u vzdálenost ≥ d a jen 3 páry vzdálenost < d. Obecně omezuje počet vzdálených pár̊u následuj́ıćı
věta.

Věta 2.3.3. Necht’ d ∈
(

1√
2
, 1
)
. Potom počet pár̊u z n-prvkové množiny S ⊂ R2 s pr̊uměrem diamS ≤ 1,

které maj́ı vzdálenost alespoň d, je nejvýše
[
n2

3

]
. Přitom tohoto počtu lze vhodným uspořádáńım bod̊u vždy

dosáhnout.

Než dokážeme tuto větu, která je snadným d̊usledkem Turánovy věty, připrav́ıme si ješte malé lemma.

Lemma 2.3.4. Z libovolných čtyř bod̊u v rovině lze vybrat tři tak, že tvoř́ı pravoúhlý nebo tupoúhlý
trojúhelńık (přitom př́ımku považujeme za tupoúhlý trojúhelńık s úhlem 180◦).

D̊ukaz. Mohou nastat dva př́ıpady:
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1. Jeden bod x lež́ı v konvexńım obalu zbylých tř́ı bod̊u y1, y2, y3. Potom součet vrcholových úhl̊u
]y1xy2,]y2xy3,]y3xy1 je 360◦, takže jeden z nich muśı být dokonce ≥ 120◦.

2. Všechny čtyři body tvoř́ı konvexńı čtyřúhelńık. Protože v něm je součet úhl̊u 360◦, muśı tam exis-
tovat jeden ≥ 90◦.

D̊ukaz. (věty 2.3.3)
Definujme graf G = (S,E), kde {xi, xj} ∈ E ⇔ ‖xi − xj‖ ≥ d. Potom G neobsahuje kliku K4. Jestliže

totiž čtyři body (vrcholy G) tvoř́ı K4, tak jsou každé dva z nich od sebe dál než d. Podle předchoźıho
lemmatu lze vybrat tři, které tvoř́ı tupoúhlý trojúhelńık. Obě ”odvěsny“ tohoto trojúhelńıka jsou deľśı
než d ≥ 1√

2
, a tak je ”přepona“ deľśı než 1, což je spor.

Podle Turánovy věty pro p = 4 potom plat́ı

#E ≤ n2

2

(
1− 1

p− 1

)
=
n2

3
.

Nyńı zbývá dokázat, že této mezi se lze přibĺıžit. Za t́ım účelem se pod́ıvejme na d̊ukaz Turánovy věty.
Počtu hran n2

3 se dosahuje, jestliže graf G je rozdělen do p − 1 = 3 ”knedĺık̊u“, v nichž nevedou hrany
(body z jednoho ”knedĺıku“ jsou v rovině bĺızko sebe) a mezi nimiž naopak vedou všechny hrany (celé

”knedĺıky“ jsou v rovině daleko od sebe), a jestliže počet vrchol̊u v každém ”knedĺıku“ je n
p−1 = n

3 . Protože

to však nemuśı být celé č́ıslo, lze ve skutečnosti dosáhnout počtu hran jen
[
n2

3

]
. Dodejme, že popsané

uspořádáńı přesně odpov́ıdá pravé části obrázku 2.3.1.

2.3.2 Erdösova věta

Lemma. (Jensenova nerovnost)
Necht’ f : [a, b] 7→ R je konvexńı funkce, tj.

(∀x1, x2 ∈ [a, b]) (∀λ ∈ [0, 1]) (λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≥ f(λx1 + (1− λ)x2) .

Necht’ αi ∈ R+
0 pro každé i ∈ n̂,

∑n
i=1 αi = 1 a necht’ xi ∈ [a, b] pro každé i ∈ n̂. Potom

n∑
i=1

αif(xi) ≥ f

(
n∑
i=1

αixi

)
.

D̊ukaz. Snadno se ukáže indukćı podle n, byl proveden např́ıklad v [6].

Důsledek. Za stejných předpoklad̊u plat́ı i

1
n

n∑
i=1

f(xi) ≥ f

(
1
n

n∑
i=1

xi

)
. (2.3.5)

D̊ukaz. Polož́ıme αi = 1
n pro každé i ∈ n̂.

Věta 2.3.5. (Erdös)
Necht’ G = (V,E) je graf, který neobsahuje jako sv̊uj podgraf Kr,r (úplný bipartitńı graf na r + r

vrcholech). Potom
#E ≤ Cr · n2− 1

r ,

kde Cr je konstanta nezávislá na n = #V .

Poznámka. Vždy plat́ı #E ≤
(
n
2

)
≤ n2

2 . Turánova věta omezuje počet hran grafu bez Kp podle vztahu
(2.3.1), tj. řádově stejně. Erdösova věta však udává řádově menš́ı omezeńı.
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D̊ukaz. Necht’ G = (V,E), kde BÚNO V = n̂, je graf bez Kr,r. Vytvoř́ıme nový bipartitńı graf G′, který
bude definován na základě grafu G jako G′ = (V1 ∪ V2, E

′), kde V1 = V a V2 =
(
V
r

)
je množina všech

r-prvkových podmnožin V . Přitom
{ i︸︷︷︸
∈V1

, {k1, ..., kr}︸ ︷︷ ︸
∈V2

} ∈ E′,

právě když {k1, ..., kr} ⊂ N(i) v grafu G, tj, právě když (∀j ∈ r̂) ({i, kj} ∈ E).
Základem odvozeńı požadované nerovnosti bude vyjádřeńı počtu hran v grafu G′ dvěma r̊uznými

zp̊usoby, a to jednak jako počet hran vycházej́ıćıch z V1, a jednak jako odhad počtu hran vycházej́ıćıch z
V2:

1. Z definice E′ plyne, že z i ∈ V1 vede v G′ tolik hran, kolik je r-prvkových podmnožin množiny
soused̊u vrcholu i:

dG′(i) =
(
dG(i)
r

)
.

Přitom pokud dG(i) = #NG(i) < r, pak dG′(i) = 0, což je v souladu s definićı kombinačńıho č́ısla.
Počet všech hran v G′ je tedy

n∑
i=1

(
dG(i)
r

)
.

2. Plat́ı dG′({k1, ..., kr}) ≤ r−1. V opačném př́ıpadě by totiž z definice E′ existovalo (alespoň) r vrchol̊u
l1, ..., lr v grafu G r̊uzných od k1, ..., kr, které by byly napojeny na všechny vrcholy k1, ..., kr. To by
ale znamenalo, že G obsahuje Kr,r. Různost vrchol̊u, tj. skutečnost, že

(∀j ∈ r̂) (lj /∈ {k1, ..., kr})

plyne z toho, že žádný vrchol v G neńı v hraně sám se sebou. Proto žádný kj ∈ V1 nemůže být v
grafu G′ spojen hranou s vrcholem {k1, ..., kr} ∈ V2. Z uvedené úvahy plyne, že počet hran v G′

muśı být menš́ı nebo roven než

(r − 1)
(
n

r

)
︸︷︷︸
#V2

.

Srovnáńım obou vyjádřeńı dostáváme nerovnost

n∑
i=1

(
dG(i)
r

)
≤ (r − 1)

(
n

r

)
, (2.3.6)

kterou již budeme jen dále odhadovat a upravovat do požadovaného tvaru. Pokud

1
n

n∑
i=1

dG(i)︸ ︷︷ ︸
2#E

≤ r − 1,

tak potom

#E ≤ 1
2
(r − 1)n ≤ (r − 1)︸ ︷︷ ︸

Cr

n2− 1
r

a neńı co dokazovat. Předpokládejme proto

1
n

n∑
i=1

dG(i) ≥ r. (2.3.7)
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Definujme konvexńı funkci

f(x) =

{(
x
r

)
x ≥ r

0 x < r
,

kde dodefinováńı nulou je potřebné jen pro x neceloč́ıselné. Potom f (dG(i)) =
(
dG(i)
r

)
a podle (2.3.5)

plat́ı

n ·
( 1
n

∑n
i=1 dG(i)
r

)
= n · f

(
1
n

n∑
i=1

dG(i)

)
≤

n∑
i=1

f(dG(i)) =
n∑
i=1

(
dG(i)
r

)
,

přičemž levá strana je nenulová, takže ji lze použ́ıt k daľśım odhad̊um (proto je d̊uležitý předpoklad
2.3.7). Použijeme-li tento odhad v (2.3.6), dostaneme

n ·
( 1
n

∑n
i=1 dG(i)
r

)
≤ (r − 1)

(
n

r

)
,

neboli při označeńı m = #E

n ·
(

2m/n
r

)
≤ (r − 1)

(
n

r

)
. (2.3.8)

Kombinačńı č́ıslo
(
n
k

)
= n(n−1)(n−2)···(n−k+1)

k! lze odhadnout zdola a shora

(n− k + 1)k

k!
≤
(
n

k

)
≤ nk

k!
,

což pro náš př́ıpad znamená

n

(
2m
n − r + 1

)r
r!

≤ n
(

2m/n
r

)
≤ (r − 1)

(
n

r

)
≤ (r − 1)

nr

r!
.

Vynásob́ıme r!
n a odmocńıme r

√
..., takže dostaneme

2m
n
− r + 1 ≤ r

√
r − 1n1− 1

r

a už jen upravujeme:

m ≤ n

2

(
r
√
r − 1n1− 1

r + r − 1
)

=
1
2

r
√
r − 1n2− 1

r +
1
2
(r − 1)n ≤ 1

2
r
√
r − 1n2− 1

r +
1
2
(r − 1)n2− 1

r ≤

≤ 1
2
(r − 1)n2− 1

r +
1
2
(r − 1)n2− 1

r ≤ (r − 1)︸ ︷︷ ︸
Cr

n2− 1
r

Poznámka. Pro r = 2, tj. pro graf bez K2,2 = C4 máme odhad

#E ≤ Cr · n3/2.

Nerovnost (2.3.8) lze však v tomto př́ıpadě upravovat šikovněji, a tak źıskat (trochu) př́ısněǰśı odhad:

n
1
n2m

(
1
n2m− 1

)
2

≤ n(n− 1)
2

2m(2m− n) ≤ n3 − n2

4m2 − 2nm− n3 + n2 ≤ 0

Kvadratickou rovnici pro počet hran m vyřeš́ıme:

m1,2 =
2n±

√
4n2 − 16(−n3 + n2)

8
=
n± n

√
4n− 3

4
.
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Jeden kořen je záporný, takže nehraje roli. Dostáváme tedy odhad

#E ≤ n+ n
√

4n− 3
4

=
1
4
n
(
1 +
√

4n− 3
)
. (2.3.9)

V následuj́ıćım ukážeme, jak se mu lze vhodnou konstrukćı grafu přibĺıžit.

2.3.3 Graf s #E bĺızkým Erdösovu odhadu

Zkonstruujeme graf G = (V,E) neobsahuj́ıćı K2,2 = C4 s počtem hran bĺıž́ıćım se odhadu (2.3.9). V
následuj́ıćım velmi pěkném postupu se využije mnoho znalost́ı z r̊uzných partíı matematiky.

Necht’ p je prvoč́ıslo. Uvažujme těleso zbytkových tř́ıd Zp = {0, 1, 2, ..., p − 1} a vektorový prostor
Z3
p nad tělesem Zp. Vrcholy grafu G budou představovat př́ımky v Z3

p procházej́ıćı počátkem. V tomto
prostoru má každá taková př́ımka právě p bod̊u, protože ji lze vyjádřit jako lineárńı obal jej́ıho směrového
vektoru, který je z definice roven

[(x1, x2, x3)︸ ︷︷ ︸
x

]λ = { (kx1, kx2, kx3)| k ∈ Zp} .

Různých nenulových vektor̊u v Z3
p je zřejmě p3 − 1. Protože každá př́ımka má p bod̊u, z nichž p− 1 jsou

nenulové vektory, je možné ji reprezentovat libovolným z p − 1 směrových vektor̊u. Proto počet všech
př́ımek procházej́ıćıch počátkem je roven

#V =
p3 − 1
p− 1

= p2 + p+ 1.

Označme si (vybrané) směrové vektory př́ımek ( = vrchol̊u grafu G) v1, v2, ..., vp2+p+1 po řadě jako
x1, ...,xp2+p+1, tj. necht’ plat́ı (

∀i ∈ {1, ..., p2 + p+ 1}
)
(vi = [xi]λ) .

Dále definujme ”pseudoskalárńı“ součin vektor̊u x = (x1, x2, x3) a y = (y1, y2, y3) z prostoru Z3
p jako

〈x,y〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3.

Řekneme, že vektor x je kolmý na vektor y, jestliže 〈x,y〉 = 0. Protože existuj́ı vektory, které jsou kolmé
samy na sebe, nejedná se o pravý skalárńı součin. Nyńı množinu hran E definujeme jako

E = {{vi, vj}| i 6= j ∧ 〈xi,xj〉 = 0} .

Př́ıklad. Abychom si dobře uvědomili, jak je graf G definován, ukážeme si jej pro p = 2. Na obrázku 2.3.2
jsou jednotlivé vrcholy grafu označeny svými směrovými vektory. Je vidět, že např́ıklad vektor (1, 1, 0) je
kolmý sám na sebe.

Ukážeme, že pro libovolné prvoč́ıslo p takto definovaný graf G neobsahuje K2,2 = C4. Kdyby G
obsahoval C4, existovaly by v něm vrcholy vi, vj spojené hranami s daľśımi dvěma vrcholy takto:

vv vppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

vjvi v
Pod́ıvejme se však, kolik vrchol̊u může být hranami napojeno na vi i na vj . Označme xi = (α1, α2, α3),
xj = (β1, β2, β3) a hledejme y = (γ1, γ2, γ3) kolmý na xi i na xj . Pro y muśı platit

0 = 〈xi,y〉 = α1γ1 + α2γ2 + α3γ3

0 = 〈xj ,y〉 = β1γ1 + β2γ2 + β3γ3,

což znamená, že γ1, γ2, γ3 jsou řešeńım homogenńı soustavy lineárńıch rovnic s matićı(
α1 α2 α3

β1 β2 β3

)
.
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(1, 1, 1)

(1, 0, 1)

(0, 0, 1)
(0, 1, 0)

(0, 1, 1)(1, 0, 0)

(1, 1, 0)

Obrázek 2.3.2: Konstrukce G pro p = 2

Protože xi,xj jsou směrové vektory r̊uzných př́ımek, jsou lineárně nezávislé, a tato matice má tedy
hodnost 2. Podle Frobeniovy věty o řešeńı soustav lineárńıch rovnic pak existuje jediné lineárně nezávislé
řešeńı y této soustavy. Existuje tedy jediná př́ımka se směrovým vektorem y, která je kolmá na obě
př́ımky vi, vj , neboli tato př́ımka jako vrchol grafu G je jediná, která je hranami spojena s vi i s vj . Proto
G neobsahuje C4.

Nyńı postupně vyč́ısĺıme počet hran v grafu G. Hledejme stupeň dG(vi) nějakého pevného vrcholu
vi ∈ V , neboli počet r̊uzných př́ımek, které jsou kolmé na vi. Ten je roven počtu r̊uzných vektor̊u y
kolmých na xi, přičemž dva takové vektory jsou r̊uzné, když jsou lineárně nezávislé (to ovšem neznamená,
že všechny tyto vektory maj́ı tvořit LN soubor). Použijeme-li již zavedené značeńı pro xi a y, muśı y
splňovat rovnici

0 = 〈xi,y〉 = α1γ1 + α2γ2 + α3γ3,

která má 2 LN řešeńı y1,y2. Počet všech řešeńı této soustavy je p2, protože jsou to právě vektory

y = k1y1 + k2y2 , k1, k2 ∈ Zp.

Máme tedy p2− 1 nenulových řešeńı, ale vždy p− 1 z nich je kolineárńıch, tj. jedná se o směrové vektory
téže př́ımky. Počet r̊uzných př́ımek kolmých na vi, tj. počet r̊uzných vektor̊u y kolmých na xi, je tedy

p2 − 1
p− 1

= p+ 1.

Tento výsledek si pro pozděǰśı použit́ı dobře zapamatujme. Nejedná se totiž ještě o dG(vi), protože zálež́ı
na tom, zda xi je kolmý sám na sebe. Zat́ım tedy můžeme shrnout:

(
∀i ∈ {1, ..., p2 + p+ 1}

)(
dG(vi) =

{
p+ 1 〈xi,xi〉 6= 0
p 〈xi,xi〉 = 0

)
.

Daľśım naš́ım úkolem je zjistit, v kolika př́ıpadech je xi kolmý sám na sebe. Jestliže to dokážeme, bude už
snadné vyjádřit celkový počet hran grafu G. Definujme čtvercovou matici A řádu p2 + p+ 1, jej́ıž prvky
maj́ı hodnotu

Aij =

{
1 〈xi,xj〉 = 0
0 jinak.

Potom Aii = 1, právě když xi je kolmý sám na sebe. Hledaný počet př́ımek kolmých na sebe sama je tedy
roven počtu nenulových prvk̊u na diagonále matice A, neboli jej́ı stopě Tr A. Protože náš pseudoskalárńı
součin je symetrický, je i matice A symetrická, a tedy diagonalizovatelná. Podobnostńı transformace
zachovává stopu, a proto Tr A je rovna součtu vlastńıch č́ısel A.

A nemá zrovna jednoduchý tvar. Pro určeńı vlastńıch č́ısel proto sestav́ıme A2, která vypadá mnohem
lépe. Z definice maticového násobeńı máme

A2
ij =

p2+p+1∑
k=1

AikAkj ,
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což znamená, že
A2
ij = # {k| 〈xk,xi〉 = 0 ∧ 〈xk,xj〉 = 0} ,

tj. A2
ij je počet př́ımek kolmých na vi i vj . My už ale v́ıme, že pro i 6= j je taková př́ımka právě jedna a

pro i = j je těchto př́ımek p+ 1. Proto

A2 =


p+ 1 1 · · · 1

1 p+ 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · p+ 1

 = pI + J ,

kde J ij = 1 pro každé i, j. Vlastńı č́ısla matice A jsou posunuta o p vzhledem k vlastńım č́ısl̊um matice
J :

(Jx = λx)⇔
(
A2x = (pI + J)x = (p+ λ)x

)
Protože J má zřejmě hodnost 1, má J jediné nenulové vlastńı č́ıslo λ a pak vlastńı č́ıslo 0 s násobnost́ı
(řád matice−1), tj. p2 + p. Nenulové vlastńı č́ıslo J je rovno řádu matice, tj. λ = p2 + p+ 1, protože

J


1
1
...
1

 =


p2 + p+ 1
p2 + p+ 1

...
p2 + p+ 1

 = (p2 + p+ 1)


1
1
...
1

 .

Matice A2 má tedy vlastńı č́ıslo (p2 + p + 1) + p = (p + 1)2 s násobnost́ı 1 a vlastńı č́ıslo 0 + p = p s
násobnost́ı p2 + p. Matice A má vlastńı č́ısla rovná odmocninám z vlastńıch č́ısel A2, tj.

• p+ 1 s násobnost́ı 1

• √p s násobnost́ı r

• −√p s násobnost́ı s

Poznámka. Vlastńı č́ıslo p+ 1 jsme mohli u matice zjistit rovnou podle

A


1
1
...
1

 =


p+ 1
p+ 1

...
p+ 1

 = (p+ 1)


1
1
...
1

 ,

protože počet jedniček v každém (i-tém) řádku A, což je počet př́ımek kolmých na vi, je roven p+ 1.

Když nyńı známe vlastńı č́ısla A, můžeme konečne vyjádřit

TrA = (p+ 1) + (r − s)√p,

a protože stopa celoč́ıselné matice nemůže být neceloč́ıselná (přitom p je prvoč́ıslo, takže
√
p /∈ N), muśı

nutně r = s a tedy
TrA = p+ 1.

Nyńı tedy v́ıme, že počet vrchol̊u G se stupněm p je p + 1. Ostatńıch p2 vrchol̊u má stupeň p + 1.
Proto již lze určit počet hran v grafu G:

2#E =
∑
v∈V

dG(v) = (p+ 1)p+ p2(p+ 1) = p(p+ 1)2,

#E =
p(p+ 1)2

2
.
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Abychom mohli #E srovnat s (2.3.9), muśıme jej vyjádřit pomoćı n = #V . Z rovnosti

n = p2 + p+ 1 (2.3.10)

tedy źıskáme

p =
−1 +

√
4n− 3

2

a po vhodné úpravě, která umožńı dosadit za p2 + p z (2.3.10), dostaneme

#E =
p(p+ 1)2

2
=
p+ 1

2
(p2 + p) =

1 +
√

4n− 3
4

(n− 1) =
1
4
(n− 1)

(
1 +
√

4n− 3
)
.

Přitom z Erdösovy věty máme odhad

#E ≤ 1
4
n
(
1 +
√

4n− 3
)
.

Je tedy vidět, že pro n = p2 + p+ 1, kde p je prvoč́ıslo, je tento odhad docela těsný.

2.3.4 Počet K3 a K̄3 v grafu

Věta 2.3.6. Necht’ G = (V,E) je graf na n vrcholech. Potom počet klik K3 a podgraf̊u K̄3 v grafu G je
alespoň

n(n− 1)(n− 5)
24

.

D̊ukaz. Tři vrcholy z n vrchol̊u lze vybrat
(
n
3

)
zp̊usoby. Až na izomorfismus existuj́ı pouze 4 podgrafy

(tj. 4 typy podgraf̊u), které mohou být indukované těmito třemi vrcholy. Jestliže obrázkem podgrafu
umı́stěným do kroužku rozumı́me počet podgraf̊u tohoto typu v grafu G, můžeme zapsat následuj́ıćı
rovnici: pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppprr rrr r pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppprr rrr r pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp =

(
n

3

)
++ +

Vezměme nyńı vrchol v ∈ V . Z něj vede hrana do dG(v) vrchol̊u a do daľśıch n − 1 − dG(v) z něj hrana
nevede. Počet uspořádaných trojic (v, u, w) takových, že {v, u} ∈ E a zároveň {v, w} /∈ E, je tedy∑

v∈V
dG(v) (n− 1− dG(v)) .

Každé trojici vrchol̊u z V , která v grafu G indukuje podgrafy r r r nebo r rpppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp r , však př́ısluš́ı právě dva
r̊uzné výběry vrcholu v, tj. právě dvě uspořádané trojice (v, u, w) daných vlastnost́ı. Protorr r pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppprr r pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp+ =

1
2

∑
v∈V

dG(v) (n− 1− dG(v)) .

Toto č́ıslo nyńı odhadneme shora. Všechny členy sumy, které jsou tvaru x(n− 1− x), jsou ≤
(
n−1

2

)2,
protože graf funkce x(n−1−x) = −

(
x− n−1

2

)2+
(
n−1

2

)2 je parabola s maximem
(
n−1

2

)2 v bodě x = n−1
2 .

T́ım současně odhadneme zdola počet K3 a K̄3 v grafu G: rr r pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppprr r pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp+pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppprr r rr r pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp )
≥=

(
n

3

)
−

(
+

≥ n(n− 1)(n− 2)
6

− n · 1
2

(
n− 1

2

)2

=
n(n− 1) (4(n− 2)− 3(n− 1))

24
=
n(n− 1)(n− 5)

24
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2.3.5 Odhady α(G) a ω(G)

V této části přednášky se budeme zabývat odhady maximálńı velikosti kliky a nezávislé množiny v grafu.
Zopakujte si proto definici 1.11.3 z prvńı kapitoly.

Pozorováńı 2.3.7. Pro libovolný graf G = (V,E), n = #V , plat́ı

α(G) ≥ n

∆(G) + 1
.

D̊ukaz. Ukážeme konstrukci nezávislé množiny o velikosti alespoň n
∆(G)+1 .

1. S := ∅, W := V .

2. Vezmeme libovolný vrchol v ∈W a přesuneme jej z množiny W do množiny S. Všechny sousedy v
v grafu G odstrańıme z W . Celkem tedy z W odstrańıme nejvýše ∆(G) + 1 vrchol̊u.

3. Krok 2 opakujeme, dokud W 6= ∅.

Je zřejmé, že po provedeńı popsaného postupu bude S nezávislá množina, přičemž

#S ≥ n

∆(G) + 1
.

Věta 2.3.8. Pro libovolný graf G = (V,E) plat́ı

α(G) ≥ n

ρ(G) + 1
,

kde ρ(G) je pr̊uměrný stupeň grafu G (viz. definice 1.1.5).

Tuto větu dokážeme za chv́ıli, nebot’ snadno vyplyne z věty 2.3.10. Nejprve ukážeme slabš́ı odhad
α(G):

Věta 2.3.9. Necht’ G = (V,E) s pr̊uměrným stupněm ρ(G) ≥ 1. Potom

α(G) ≥ n

2∆(G)
.

D̊ukaz. Provedeme pravděpodobnostńı d̊ukaz tohoto tvrzeńı. Necht’ G je pevně daný graf a označme jako
vždy n = #V,m = #E. Sestrojme indukovaný podgraf H ⊂ G tak, že každý v ∈ V zařad́ıme do V (H)
nezávisle s pravděpodobnost́ı p ∈ [0, 1], kde p zat́ım nespecifikujeme. Označme si náhodné veličiny

X = #V (H), což je počet vrchol̊u grafu H, a

Y = #E(H), což je počet hran v grafu H.

Vypoč́ıtáme středńı hodnoty těchto veličin obvyklým zp̊usobem. Pro každý v ∈ V zavedeme elementárńı
náhodnou veličinu

Xv =

{
1 v ∈ V (H)
0 v /∈ V (H)

.

Potom
X =

∑
v∈V

Xv,

EXv = 1 · Pr(Xv = 1) + 0 · Pr(Xv = 0) = 1 · p+ 0 · p = p

a
EX =

∑
v∈V

EXv = np.
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Obdobně vypoč́ıtáme středńı hodnotu počtu hran. Pro každou hranu e ∈ E, e = {u, v} zavedeme

Ye =

{
1 e ∈ E(H)
0 e /∈ E(H)

.

Potom
Y =

∑
v∈V

Ye,

EYe = Pr(Ye = 1) = Pr(u ∈ V (H) ∧ v ∈ V (H)) = p2

a
EY =

∑
e∈E

EYv = mp2.

Plat́ı ale

ρ(G) =
1
n

∑
v∈V

dG(V ) =
2m
n

⇒ EY = p2 ρ(G) · n
2

.

Zvolme nyńı p = 1
ρ(G) . Potom

E(X − Y ) = np− ρ(G)np2

2
=

n

ρ(G)
− n

2ρ(G)
=

n

2ρ(G)
.

To znamená, že existuje taková konkrétńı realizace indukovaného podgrafu H, že

X − Y ≥ n

2ρ(G)
. (2.3.11)

Nyńı odebereme všechny hrany z tohoto H vždy společně s jedńım jejich koncem. Z p̊uvodńı množiny
vrchol̊u V (H) tak vznikne množina vrchol̊u S, která je nezávislou množinou v grafu G. H je totiž induko-
vaný podgraf, takže mezi vrcholy z S již nevedou žádné hrany ani v grafu G. Po ubráńı Y hran spolu s
Y vrcholy z̊ustane v S podle vztahu (2.3.11) alespoň n

2ρ(G) vrchol̊u, č́ımž je věta dokázána.

Věta 2.3.10. Pro libovolný graf G = (V,E) plat́ı

ω(G) ≥
∑
v∈V

1
n− dG(v)

.

D̊ukaz. bude opět pravděpodobnostńı. BÚNO předpokládejme V = n̂. Náhodně vybereme permutaci
π ∈ Sn, které přǐrad́ıme množninu Cπ ⊂ V takto:

• π(1) ∈ Cπ

• pro i > 1 dáme vrchol π(i) do Cπ, pokud (∀j < i) ({π(i), π(j)} ∈ E), tj. vrchol se dostane do Cπ,
jestliže je v hraně se všemi předchoźımi vrcholy při jejich uspořádáńı podle permutace π.

Cπ je zřejmě klika v G. Jej́ı velikost je náhodná veličina, kterou označ́ıme X. Nyńı postupujeme jako
obvykle: Ukážeme-li

EX ≥
∑
v∈V

1
n− dG(v)

,

bude d̊ukaz hotov, protože pak existuje konkrétńı Cπ, pro niž je X ≥
∑
v∈V

1
n−dG(v) . Pro každé v ∈ V

definujeme

Xv =

{
1 v ∈ Cπ
0 v /∈ Cπ

.

Potom
EXv = Pr(v ∈ Cπ) =

1
n− dG(v)

,
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což nyńı dokážeme. Aby v ∈ Cπ, tak vrcholy, se kterými v neńı v hraně, muśı být v permutaci π umı́stěny
až za ńım. Na umı́stěńı jeho soused̊u nezálež́ı. Počet vrchol̊u, se kterými v neńı v hraně, a to včetně
vrcholu v samotného, je n − dG(v). Počet zp̊usob̊u, kterými lze n − dG(v) vrchol̊u uspořádat tak, aby v
byl na prvńım mı́stě, je (n− dG(v)− 1)!. Počet všech uspořádáńı n − dG(v) vrchol̊u je (n− dG(v))!, a
proto

Pr(v ∈ Cπ) =
(n− dG(v)− 1)!

(n− dG(v))!
=

1
n− dG(v)

Konečně tedy můžeme vyč́ıslit

EX =
∑
v∈V

Xv =
∑
v∈V

1
n− dG(v)

.

Důsledkem této věty je věta 2.3.8, kterou nyńı dokážeme.

D̊ukaz. Necht’ G je libovolný graf. Potom podle předchoźı věty je

ω(Ḡ) ≥
∑
v∈V

1
n− dḠ(v)

,

přičemž plat́ı dḠ(v) = n− 1− dG(v) a α(G) = ω(Ḡ). Proto

α(G) ≥
∑
v∈V

1
1 + dG(v)

. (2.3.12)

Protože funkce 1
1+x je na intervalu [0,+∞) konvexńı, můžeme podle Jensenovy nerovnosti 2.3.2 provést

odhad
n

1 + 1
n

n∑
i=1

xi

≤
n∑
i=1

1
1 + xi

.

Pokud jej použijeme na vztah (2.3.12), dostaneme

α(G) ≥
∑
v∈V

1
1 + dG(v)

≥ n

1 + 1
n

∑
v∈V

dG(v)
=

n

1 + ρ(G)
.

Pomoćı věty 2.3.10 můžeme provést i alternativńı d̊ukaz Turánovy věty 2.3.1, která ř́ıká: Pokud
G = (V,E) neobsahuje kliku Kp, tak #E ≤ n2

2

(
1− 1

p−1

)
.

Vyjdeme ze Schwarzovy nerovnosti na prostoru Rn se standardńım skalárńım součinem. Pro x,y ∈ Rn
plat́ı

|(x,y)|2 ≤ ‖x‖2 ‖y‖2 .

Necht’ G = (V,E), V = n̂. Označme di = dG(i) pro každé i ∈ V a zvolme konkrétně

x =
(

1√
n− d1

,
1√

n− d2

, ...,
1√

n− dn

)
,

y =
(√

n− d1,
√
n− d2, ...,

√
n− dn

)
.

Potom má Schwarzova nerovnost tvar

n2 =

(
n∑
i=1

1√
n− di

√
n− di

)
︸ ︷︷ ︸

|(x,y)|2

≤
n∑
i=1

1
n− di︸ ︷︷ ︸
‖x‖2

n∑
j=1

(n− dj)︸ ︷︷ ︸
‖y‖2

. (2.3.13)
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Protože podle předpokladu G neobsahuje Kp, plat́ı podle věty 2.3.10

n∑
i=1

1
n− di

≤ ω(G) ≤ p− 1.

Po dosazeńı do 2.3.13 dostáváme

n2 ≤ (p− 1)
(
n2 − 2#E

)
2(p− 1)#E ≤ (p− 2)n2

#E ≤ n2

2

(
1− 1

p− 1

)
.

Věta 2.3.11. Necht’ Gn označuje náhodný graf na n vrcholech1. Potom existuje posloupnost (kn)n∈N
taková, že

lim
n→∞

Pr ((ω(Gn) = kn) ∨ (ω(Gn) = kn + 1)) = 1 (2.3.14)

Poznámka.

• Pro posloupnost (kn)n∈N plat́ı řádově

lim
n→∞

kn
2 log2 n

= 1.

• Je-li Gn náhodný graf, potom Ḡn je také náhodný graf, a přitom ω(Ḡn) = α(Gn). Proto je (2.3.14)
ekvivalentńı s

lim
n→∞

Pr ((α(Gn) = kn) ∨ (α(Gn) = kn + 1)) = 1.

2.4 Ramseyovská č́ısla

Př́ıklad 2.4.1. Ve skupině 6 lid́ı existuje trojice lid́ı taková, že se všichni navzájem znaj́ı nebo se všichni
navzájem neznaj́ı. (V libovolném grafu na 6 vrcholech existuje klika velikosti 3 nebo nezávislá množina
velikosti 3.)

D̊ukaz. Mohou nastat dvě možnosti:

1. Existuje vrchol v stupně ≥ 3. Necht’ z v vedou hrany do vrchol̊u v1, v2, v3. Potom pokud mezi
nějakými vrcholy vi, vj (i, j ∈ {1, 2, 3}) vede hrana, tvoř́ı vrcholy v, vi, vj kliku velikosti 3. Naopak
pokud mezi v1, v2, v3 nevede žádná hrana, tvoř́ı tyto vrcholy nezávislou množinu velikosti 3.

2. Všechny vrcholy maj́ı stupeň ≤ 2. Vezměme libovolný vrchol v. Z něho nevedou hrany do alespoň
3 vrchol̊u v1, v2, v3. Potom pokud mezi nějakými vrcholy vi, vj (i, j ∈ {1, 2, 3}) nevede hrana, tvoř́ı
vrcholy v, vi, vj nezávislou množinu velikosti 3. Naopak pokud mezi v1, v2, v3 vedou všechny hrany,
tvoř́ı tyto vrcholy kliku velikosti 3.

Věta 2.4.2. (Ramsey)

(∀k, l ∈ N) (∃n0 ∈ N) (∀n ≥ n0) (∀G,#V (G) = n) ((ω(G) ≥ k) ∨ (α(G) ≥ l)) .

Slovy: Pro každé k, l ∈ N existuje n0 ∈ N takové, že každý graf na alespoň n0 vrcholech obsahuje kliku
velikosti k nebo nezávislou množinu velikosti l.

1Gn vznikne tak, že každé dva vrcholy spoj́ıme hranou s pravděpodobnost́ı 1
2
.

”
Náhodná veličina“ Gn má potom

rovnoměrné rozděleńı.
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Definice 2.4.3. Minimálńı n0 z Ramseyovy věty pro daná k, l znač́ıme r(k, l) a nazýváme jej ramsey-
ovským č́ıslem.

Poznámka. V př́ıkladě 2.4.1 jsme vlastně našli pro k = l = 3 č́ıslo n0 = 6, tj. ukázali jsme r(3, 3) ≤ 6.
Nemůže být ovšem r(3, 3) ≤ 5. Př́ıkladem grafu na 5 vrcholech, pro který (ω(G) < 3) ∧ (α(G) < 3), je
cyklus C5. Proto r(3, 3) = 6.

D̊ukaz. (Ramseyovy věty)
Budeme postupovat indukćı podle (k + l). Předvedeme úvahu, která bude jen zobecněńım d̊ukazu v

př́ıkladě 2.4.1.
Protože v indukčńım kroku tvaru (k + l) − 1 → (k + l) budme potřebovat č́ısla k − 1 i l − 1, lze jej

provést až pro (k ≥ 2) ∧ (l ≥ 2). Na počátku tedy potřebujeme ověřit platnost tvrzeńı pro k = 1, l ∈ N a
pro k ∈ N, l = 1. Zřejmě však plat́ı

• r(k, 1) = 1,

• r(1, l) = 1.

Poznamenejme, že snadno je vidět rovněž

• r(k, 2) = k, protože bud’ jsou v grafu G na k vrcholech všechny hrany, a tedy Kk = G, a nebo
alespoň jedna chyb́ı, ale potom je v G nezávislá množina velikosti 2.

• r(2, l) = l, protože bud’ v grafu G na l vrcholech nejsou žádné hrany, a tedy (v) G je nezávislá
množina velikosti l, nebo G má alespoň jednu hranu, ale potom G obsahuje K2.

Indukčńı krok (k + l)− 1→ (k + l) :Najdeme n0 jako n0 = r(k − 1, l) + r(k, l − 1) a ukážeme, že každý
graf G na n = n0 (a tedy i na n > n0) vrcholech obsahuje kliku velikosti k nebo nezávislou množinu
velikosti l. Mohou nastat dva př́ıpady:

1. Existuje vrchol v ∈ V (G) tak, že dG(v) ≥ r(k−1, l). Označme jako H podgraf indukovaný množinou
soused̊u vrcholu v. Potom #V (H) ≥ r(k− 1, l). Podle indukčńıho předpokladu v H existuje Kk−1,
která však spolu s vrcholem v tvoř́ı kliku Kk v grafu G, nebo v H existuje nezávislá množina
velikosti l, takže i v G existuje nezávislá množina velikosti l.

2. Všechny vrcholy grafu G maj́ı stupeň < r(k − 1, l). Necht’ v ∈ V (G). Potom dG(v) < r(k − 1, l)⇒
dG(v) ≤ r(k−1, l)−1. To znamená, že existuje množina alespoň n−1−(r(k − 1, l)− 1) = r(k, l−1)
vrchol̊u, do nichž nevede hrana z vrcholu v. Označme jako H podgraf indukovaný touto množinou
vrchol̊u. Podle indukčńıho předpokladu v H existuje nezávislá množina velikosti l − 1, která však
spolu s vrcholem v tvoř́ı nezávislou množinu velikosti l v grafu G, nebo v H existuje klika Kk, což
znamená, že i v G existuje Kk.

Poznámka 2.4.4. Protože k libovolnému grafu Ḡ na n vrcholech existuje graf G na n vrcholech tak, že Ḡ
je doplňkem G, lze tvrzeńı plynoućı z Ramseyovy věty, zapsané ve tvaru

(∀k, l ∈ N) (∀n ≥ r(k, l))
(
∀Ḡ,#V (Ḡ) = n

) ((
ω(Ḡ) ≥ k

)
∨
(
α(Ḡ) ≥ l

))
,

přeformulovat na

(∀k, l ∈ N) (∀n ≥ r(k, l)) (∀G,#V (G) = n)
((
ω(Ḡ) ≥ k

)
∨
(
α(Ḡ) ≥ l

))
.

To je podle známých rovnost́ı uvedených v poznámce 1.11.4 ekvivalentńı s

(∀k, l ∈ N) (∀n ≥ r(k, l)) (∀G,#V (G) = n) ((α(G) ≥ k) ∨ (ω(G) ≥ l)) ,

což z definice ramseyovských č́ısel znamená (∀k, l ∈ N) (r(l, k) ≤ r(k, l)). To samozřejmě implikuje

(∀k, l ∈ N) (r(l, k) = r(k, l)) .
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l

k

................................................................................................

1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 5 6 7
3 1 3 6 9 14 18 23
4 1 4 9 17 25
5 1 5 14 25
6 1 6 18
7 1 7 23

Tabulka 2.1: Známé hodnoty ramseyovských č́ısel

Poznámka. Neńı jednoduché hodnoty r(k, l) vypoč́ıtat. Známé hodnoty ramseyovských č́ısel jsou uvedeny
v tabulce 2.1. Netriviálńı ramseyovská č́ısla jsou v pravém dolńım čtverci. Hodnota r(4, 5) je známa od
roku 1993. O hodnotě r(5, 5) v́ıme pouze

42 ≤ r(5, 5) ≤ 50.

2.4.1 Odhady ramseyovských č́ısel

Poznámka 2.4.5. Z d̊ukazu Ramseyovy věty plyne nerovnost

r(k − 1, l) + r(k, l − 1) ≥ r(k, l),

protože pro n = r(k − 1, l) + r(k, l − 1) jsme již dokázali jej́ı tvrzeńı pro k, l.

Důsledek 2.4.6.

r(k, l) ≤
(
k + l − 2
k − 1

)
D̊ukaz. Indukćı podle (k + l). Uvedeme pouze indukčńı krok, platnost vztahu pro k = 1, l ∈ N (a pro
k ∈ N, l = 1) lze ověřit prostým dosazeńım.

r(k, l) ≤ r(k − 1, l) + r(k, l − 1) ≤
(
k − 1 + l − 2

k − 2

)
+
(
k + l − 1− 2

k − 1

)
=
(
k + l − 2
k − 1

)
.

Důsledek 2.4.7.

r(k, k) ≤
(

2k − 2
k − 1

)
≤ 4k−1

D̊ukaz. Jedná se o dosazeńı l = k. Pokud jde o pravou nerovnost, plat́ı(
2n
n

)
≤

2n∑
j=0

(
2n
j

)
=

2n∑
j=0

(
2n
j

)
1j1(2n−j) = (1 + 1)2n = 4n,

kde
(
2n
n

)
je pouze posledńı člen uvedené sumy.

Poznámka. Ještě lepš́ı odhad źıskáme použit́ım Stirlingovy formule:(
2n
n

)
=

(2n)!
n!2

≈ (2n)2ne−2n
√

2π · 2n
n2ne−2n · 2πn

≈ c√
n

4n,
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takže po dosazeńı

r(k, k) ≤ c̃√
k − 1

4k−1 =
c√
k

4k.

Věta 2.4.8. Pro každé k, l ∈ N plat́ı

r(kl + 1, kl + 1)− 1 ≥ (r(k + 1, k + 1)− 1) (r(l + 1, l + 1)− 1) .

D̊ukaz. Pro účely d̊ukazu si definujeme kompozici dvou graf̊u G = (V,E) a H = (U,F ) jako graf

G[H] = (V × U, E),

kde
{(v1, u1), (v2, u2)} ∈ E ⇔ ({v1, v2} ∈ E ∨ (v1 = v2 ∧ {u1, u2} ∈ F )) .

Graf G[H] si můžeme představit jako graf G, kde každý vrchol vi ∈ V je nahrazen kopíı grafu H
(”knedĺıkem“), kterou můžeme označit Hi. Vede-li mezi dvěma vrcholy vi, vj hrana v grafu G, pak v
G[H] vedou hrany mezi každými dvěma vrcholy w1 ∈ Hi, w2 ∈ Hj .

Pro G[H] plat́ı vztahy

ω(G[H]) = ω(G)ω(H),
α(G[H]) = α(G)α(H),

které docela př́ımočaře využijeme při d̊ukazu tvrzeńı věty. Nejprve ale pojd’me ověřit jejich platnost.

• Počet ”knedĺık̊u“, ve kterých se vyskytuje nějaký vrchol z libovolné kliky v G[H], je ≤ ω(G).
Dokážeme to (až zbytečně detailně) sporem. Necht’ pro každé i ∈ m̂,m > ω(G) jsou wi ∈ Hi vrcholy
z r̊uzných ”knedĺık̊u“ a necht’ {w1, ..., wm} je součást́ı kliky vG[H]. Z předpokladum > ω(G) vrcholy
{v1, ..., vm} grafu G př́ıslušné ”knedĺık̊um“ {H1, ...,Hm} netvoř́ı kliku. Proto ∃i1, i2 ∈ m̂ takové, že
{vi1 , vi2} /∈ E. To ale znamená, že mezi Hi1 a Hi2 nevedou hrany, takže {wi1 , wi2} /∈ E , což je spor.

• Z jednoho ”knedĺıku“ se v libovolné klice v G[H] může vyskytovat nejvýše ω(H) vrchol̊u. Důkaz je
obdobný. Jestliže vybereme z jednoho ”knedĺıku“ Hi v́ıce vrchol̊u, pak netvoř́ı kliku v Hi, a tedy
nemohou být součást́ı kliky v G[H].

T́ım jsme dokázali, že
ω(G[H]) ≤ ω(G)ω(H). (2.4.1)

Je však zřejmé, že vezmeme-li Hi odpov́ıdaj́ıćı vrchol̊um z maximálńı kliky v G a v každém Hi vybereme
vrcholy tvoř́ıćı maximálńı kliku v Hi, dostamene kliku v G[H] velikosti právě rovné ω(G)ω(H), a podle
nerovnosti (2.4.1) jde už o kliku maximálńı. Proto plat́ı

ω(G[H]) = ω(G)ω(H).

Druhý vztah pro velikosti nezávislé množiny se ověř́ı naprosto stejným zp̊usobem, v předchoźıch úvahách
stač́ı slovo ”klika“ nahradit slovem ”nezávislá množina“.

Nyńı již ukážeme tvrzeńı věty. Z definice ramseyovských č́ısel r(k, l) plyne:

• pro r(k + 1, k + 1)− 1: Existuje graf G na r(k + 1, k + 1)− 1 vrcholech, pro který ω(G) < k + 1 a
zároveň α(G) < k + 1. To znamená, že ω(G) ≤ k, α(G) ≤ k.

• pro r(l + 1, l + 1) − 1: Existuje graf H na r(l + 1, l + 1) − 1 vrcholech, pro který ω(H) < l + 1 a
zároveň α(H) < l + 1. To znamená, že ω(H) ≤ l, α(H) ≤ l.

Z toho plyne, že pro kompozici graf̊u G,H, tj. pro graf G[H], plat́ı

• G[H] je graf na (r(k + 1, k + 1)− 1) (r(l + 1, l + 1)− 1) vrcholech,

• ω(G[H]) = ω(G)ω(H) ≤ kl < kl + 1



84 KAPITOLA 2. ROZŠÍŘENÝ KURS TEORIE GRAFŮ

• α(G[H]) = α(G)α(H) ≤ kl < kl + 1

Jinými slovy to znamená, že jsme našli graf na (r(k + 1, k + 1)− 1) (r(l + 1, l + 1)− 1) vrcholech, který
neobsahuje ani kliku ani nezávislou množinu velikosti kl + 1. Opět př́ımo z definice ramseyovských č́ısel
tak máme

r(kl + 1, kl + 1) > (r(k + 1, k + 1)− 1) (r(l + 1, l + 1)− 1) ,

takže
r(kl + 1, kl + 1)− 1 ≥ (r(k + 1, k + 1)− 1) (r(l + 1, l + 1)− 1) .

Důsledek 2.4.9. Necht’ i ∈ N0. Potom

r(2i + 1, 2i + 1) ≥ 5i + 1.

D̊ukaz. Indukćı podle i. Pro i = 0 máme r(2, 2) ≥ 2, což plat́ı, nebot’ v́ıme, že obecně r(k, 2) = k.
Indukčńı krok i− 1→ i pro i ≥ 1: Zvolme k = 2i−1, l = 2. Potom použijeme předchoźı větu a máme

r(2i + 1, 2i + 1)− 1 = r(2i−1 · 2 + 1, 2i−1 · 2 + 1)− 1 ≥

≥
(
r(2i−1 + 1, 2i−1 + 1)− 1

)
(r(2 + 1, 2 + 1)− 1) ≥ 5i−1 · 5 = 5i.

V posledńı nerovnosti jsme použili indukčńı předpoklad.

Poznámka 2.4.10. r(k, k) je rostoućı funkce v k, což je zřejmé už z definice. Dále pro každé k ∈ N existuje
i ∈ N0 tak, že

2i + 1 ≤ k < 2i+1 + 1.

Z pravé nerovnosti dostáváme
k − 1

2
≤ 2i. (2.4.2)

Můžeme tedy nejprve odhadnout(
2i
)log2 5

= 2i log2 5 = 5i ≤ r(2i + 1, 2i + 1) ≤ r(k, k)

a nyńı s využit́ım (2.4.2) dostaneme

O
(
klog2 5

)
=
(
k − 1

2

)log2 5

≤
(
2i
)log2 5 ≤ r(k, k).

Máme tedy dolńı odhad r(k, k), který je nesrovnatelně menš́ı než horńı odhad odvozený v d̊usledku 2.4.7.
Jedná se o nejlepš́ı známou konstruktivńı mez. To znamená, že pro každé n <

(
k−1
2

)log2 5
jsme schopni

naj́ıt graf na n vrcholech, který neobsahuje ani Kk ani nezávislou množinu velikosti k. Ke konstrukci
grafu již máme všechny znalosti: K danému k nalezneme i, a dále podle d̊usledku 2.4.9 (indukćı podle
ĩ = 0, 1, 2, ..., i), pomoćı kompozice popsané v d̊ukazu věty 2.4.8, nalézáme postupně grafy na stále větš́ım
počtu vrchol̊u, které neobsahuj́ı kliku ani nezávislou množinu velikosti 2ĩ + 1.

2.4.2 Erdösova věta - dolńı odhad r(k, k)

Než vyslov́ıme větu, která udává ještě lepš́ı (avšak již nikoliv konstruktivńı) dolńı odhad r(k, k), připrav́ıme
si malé technické lemma, které odhaduje kombinačńı č́ıslo

(
n
k

)
.

Lemma 2.4.11. Necht’ n, k ∈ N, n ≥ k. Potom(
n

k

)
≤
(ne
k

)k
.
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D̊ukaz. Dokážeme dokonce silněǰśı tvrzeńı(
n

0

)
+
(
n

1

)
+
(
n

2

)
+ ...+

(
n

k

)
≤
(ne
k

)k
.

Vezměme x ∈ (0, 1]. Potom z binomické věty plyne

k∑
i=1

(
n

i

)
xi ≤

n∑
i=1

(
n

i

)
xi = (1 + x)n.

Nerovnost vynásob́ıme x−k a dostaneme

k∑
i=1

(
n

i

)
xi−k︸︷︷︸
≥1

≤ (1 + x)n

xk
.

Protože pro každé x ∈ R plat́ı (např. z Taylorova rozvoje) nerovnost 1 + x ≤ ex, tak

k∑
i=1

(
n

i

)
≤

k∑
i=1

(
n

i

)
xi−k︸︷︷︸
≥1

≤ (1 + x)n

xk
≤ exn

xk
.

Z předpokladu plat́ı k
n ∈ (0, 1], a tak je možné dosadit x = k

n , č́ımž dostaneme

k∑
i=1

(
n

i

)
≤ exn

xk
=

e
k
nn(
k
n

)k =
(ne
k

)k
.

Věta 2.4.12. (Erdös)
Necht’ k ∈ N. Potom plat́ı

d · k · 2 k
2 ≤ r(k, k),

kde d ∈ R+.

Poznámka. Erdösova věta udává nejlepš́ı známou dolńı mez pro r(k, k). Tato mez je ve tvaru exponenciely
o základu 2

1
2 =
√

2. Přitom horńı mez je podle d̊usledku 2.4.7 exponenciela o základu 4.

D̊ukaz. Necht’ je dáno k ∈ N. Spoč́ıtáme pravděpodobnost, že náhodný graf Gn na n vrcholech (viz. také
věta 2.3.11) obsahuje kliku nebo nezávislou množinu velikosti k. Pokud pro nějaké n je tato pravděpodob-
nost menš́ı než 1, tj.

Pr ((ω(Gn) ≥ k) ∨ (α(Gn) ≥ k)) < 1, (2.4.3)

tak pravděpodobnost doplňkového jevu je nenulová, tj.

Pr ((ω(Gn) < k) ∧ (α(Gn) < k)) > 0.

To ale znamená, že existuje graf na n vrcholech, pro nějž (ω(Gn) < k) ∧ (α(Gn) < k), takže

r(k, k) > n.

Abychom tedy dokázali tvrzeńı věty, stač́ı naj́ıt n ve tvaru n = d · k · 2 k
2 a dokázat pro něj vztah (2.4.3).

To nyńı postupně provedeme.
Náhodný graf Gn má mezi libovolnými dvěma vrcholy hranu s pravděpodobnost́ı 1

2 . Pravděpodobnost,
že Gn obsahuje kliku velikosti k na konkrétńıch vrcholech v1, ..., vk, je tedy(

1
2

)(k
2)
.
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V následuj́ıćım hned dvakrát využijeme vztah pro pravděpodobnost sjednoceńı jev̊u Aj (j ∈ J ), který
zńı

Pr

⋃
j∈J

Aj

 ≤∑
j∈J

Pr(Aj). (2.4.4)

Nejprve s jeho pomoćı odhadneme pravděpodobnost, že Gn obsahuje kliku velikosti k na libovolných k
vrcholech, tj. na libovolné k-prvkové podmnožině M ⊂ V (Gn):

Pr (ω(Gn) ≥ k) ≤
∑

M∈(V (G)
k )

(
1
2

)(k
2)

=
(
n

k

)
1

2(k
2)
.

Dále si uvědomı́me, že stejnou úvahu lze (d́ıky pravděpodobnosti existence každé hrany rovné 1
2 ) provést

i pro nezávislou množinu, a tedy

Pr (α(Gn) ≥ k) = Pr (ω(Gn) ≥ k) .

Proto opět podle (2.4.4) plat́ı

Pr ((ω(Gn) ≥ k) ∨ (α(Gn) ≥ k)) ≤ 2
(
n

k

)
1

2(k
2)
.

Použijeme-li odhad
(
n
k

)
z lemmatu 2.4.11, dostaneme

Pr ((ω(Gn) ≥ k) ∨ (α(Gn) ≥ k)) ≤ 2
(
n

k

)
1

2(k
2)
≤ 2

(ne
k

)k 1

2
k(k−1)

2

=

=

 k
√

2
2−

1
2︸︷︷︸

≤2

·
ne
k

2
k
2


k

≤
(

2e
n

k2
k
2

)k
< 1,

kde posledńı nerovnost je splněna, pokud

n <
1
2e︸︷︷︸
d

·k · 2 k
2 .

T́ım je věta dokázána.



Kapitola 3

Generuj́ıćı funkce

Do kursu kombinatoriky a teorie graf̊u tradičně patř́ı také kapitola o generuj́ıćıch funkćıch, i když v
rozsahu naš́ı přednášky se samotné teorie graf̊u dotýká jen okrajově. Budeme se zabývat mocninnými
řadami, s jejichž pomoćı lze s úspěchem vyřešit zdánlivě velmi složité kombinatorické problémy. Tato
kapitola pojednává o obyčejných mocninných řadách a exponenciálńıch generuj́ıćıch funkćıch. Neobsahuje
výklad Dirichletových generuj́ıćıch funkćı, které však nebyly součást́ı zkoušené látky.

Základńı myšlenkou aplikovanou na problémy v této kapitole je zpravidla přeformulováńı kombina-
torické úlohy na úlohu nalezeńı koeficient̊u mocninné řady, jej́ıž součet (generuj́ıćı funkci) známe. Přitom
vždy využ́ıváme jednoznačnost rozvoje funkce do mocninné řady.

3.1 Obyčejné mocninné řady

Připomeňme si nejprve definici č́ıselné řady.

Definice. Necht’ (an)
∞
n=1 je č́ıselná posloupnost. Necht’ sn =

n∑
k=0

ak. Č́ıselnou řadou nazýváme dvojici

posloupnost́ı ((an)
∞
n=0 , (sn)

∞
n=0), kterou označujeme zkráceně jako

∞∑
n=1

an. Č́ıslo an se nazývá n-tý člen

řady, snse nazývá n-tý částečný součet řady. Jestliže existuje limita s = lim
n→∞

sn, potom s se nazývá

součet řady a často se označuje též jako
∞∑
n=1

an.

Definice 3.1.1. Necht’ z ∈ C, (an)
∞
n=0 je č́ıselná posloupnost. Obyčejnou mocninnou řadou (angl.

ordinary power series, OPS) rozumı́me č́ıselnou řadu

∞∑
n=0

anz
n

a jej́ı součet (pokud existuje) nazýváme generuj́ıćı funkćı této řady. Tento součet je funkćı proměnné
z. Korespondenci posloupnosti koeficient̊u OPS a generujćı funkce f(z) této OPS zapisujeme jako

(an)
∞
n=0

OPS−−−→ f(z).

Př́ıklad.

(1)∞n=1
OPS−−−→ 1

1− z
=

∞∑
n=0

zn

3.1.1 Pravidla pro poč́ıtáńı s OPS

Jestliže
(an)

∞
n=0

OPS−−−→ f(z), (bn)
∞
n=0

OPS−−−→ g(z),
87
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tak potom lze odvodit následuj́ıćı vztahy:

1. Pro posunut́ı indexu o 1 plat́ı

(an+1)
∞
n=0

OPS−−−→ 1
z

(f(z)− f(0)) ,

protože

(an+1)
∞
n=0

OPS−−−→ h(z) =
∞∑
n=0

an+1z
n =

1
z

∞∑
n=0

an+1z
n+1 =

1
z

∞∑
n=1

anz
n,

přičemž zřejmě posledńı výraz je roven (f(z)− f(0)), protože f(0) = a0z
0 = a0.

2. Pro násobeńı mocninou konstanty plat́ı

(cnan)
∞
n=0

OPS−−−→ f(cz) ,

což je zřejmé.

3. Pro násobeńı indexem n plat́ı

(nan)
∞
n=0

OPS−−−→ zf ′(z) ,

protože plat́ı f ′(z) =
∑∞
n=0 nanz

n−1, ale my potřebujeme h(z) =
∑∞
n=0 nanz

n.

4. Zřejmě plat́ı

(an ± bn)∞n=0
OPS−−−→ f(z)± g(z) . (3.1.1)

5. Podle vzorce pro násobeńı mocninných řad plat́ı(
n∑
k=0

akbn−k

)∞
n=0

OPS−−−→ f(z)g(z) ,

protože ( ∞∑
n=0

anz
n

)( ∞∑
n=0

bnz
n

)
=

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akbn−k

)
zn.

6. Pro posloupnost částečných součt̊u plat́ı(
n∑
k=0

ak

)∞
n=0

OPS−−−→ 1
1− z

f(z) ,

protože jde o aplikaci předchoźıho bodu při volbě bn = 1, a tedy g(z) = 1
1−z .

7. Podle předchoźıch pravidel plat́ı(
an + (−1)nan

2

)∞
n=0

OPS−−−→ f(z) + f(−z)
2

,

kde ovšem
an + (−1)nan

2
=

{
an n sudé
0 n liché

,

čemuž odpov́ıdá řada pouze ze sudých člen̊u
∞∑
k=0

a2kz
2k.
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3.1.2 Jednoduché př́ıklady

Př́ıklad 3.1.2. Vypoč́ıtejte součet
n∑
k=0

(−1)kk2.

Pokuśıme se daný součet vyjádřit jako n-tý koeficient OPS. Použ́ıváńım právě odvozených pravidel
dostáváme postupně:

(1)∞n=0
OPS−−−→ 1

1− z
,

(n · 1)∞n=0
OPS−−−→ z

(
1

1− z

)′
=

z

(1− z)2
,

(n · n)∞n=0
OPS−−−→ z

(
z

(1− z)2

)′
= ... = z

1 + z

(1− z)3
,

(
(−1)n n2

)∞
n=0

OPS−−−→ −z 1− z
(1 + z)3

,

(
n∑
k=0

(−1)k k2

)∞
n=0

OPS−−−→ 1
1− z

(
−z 1− z

(1 + z)3

)
=

−z
(1 + z)3

=
∞∑
n=0

Anz
n.

Částečné součty
n∑
k=0

(−1)kk2 lze nyńı naj́ıt pomoćı rozvoje funkce −z
(1+z)3

do mocninné řady, nebot’ tento

rozvoj je vždy jednoznačný. Jestliže tedy jakkoliv nalezneme koeficienty rozvoje An, tak potom plat́ı

An =
n∑
k=0

(−1)kk2.

Nejprve si odvod́ıme ještě jedno užitečné pravidlo pro poč́ıtáńı s OPS. Postupně derivujeme:

f(z) =
1

1− z
=

∞∑
n=0

zn,

f ′(z) =
1

(1− z)2
=

∞∑
n=1

nzn−1,

f ′′(z) =
2

(1− z)3
=

∞∑
n=2

n(n− 1)zn−2,

f ′′′(z) =
6

(1− z)4
=

∞∑
n=3

n(n− 1)(n− 2)zn−3,

...

f (k)(z) =
k!

(1− z)k+1
=

∞∑
n=k

(
n

k

)
k!zn−k.

Z toho plyne, že
1

(1− z)k+1
=

∞∑
n=k

(
n

k

)
zn−k =

∞∑
n=0

(
n+ k

k

)
zn

a tedy pro každé k ∈ N máme ((
n+ k

k

))∞
n=0

OPS−−−→ 1

(1− z)k+1
. (3.1.2)
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Jestliže nyńı dosad́ıme k = 2 a za proměnnou z dosad́ıme −z, pak dostaneme

−z
(1 + z)3

= (−z)
∞∑
n=0

(
n+ 2

2

)
(−z)n =

∞∑
n=0

(
n+ 2

2

)
(−1)n+1

︸ ︷︷ ︸
An+1

zn+1.

Nalezli jsme tedy (jednoznačně určené) koeficienty rozvoje funkce −z
(1+z)3

do mocninné řady, a proto plat́ı

n∑
k=0

(−1)kk2 = An =
(
n+ 1

2

)
(−1)n .

Poznámka. Všimněme si, že vzorec (3.1.2) jsme použili pouze na funkci 1
(1+z)3

a teprve výsledek jsme
vynásobili (−z). T́ım na pravé straně z̊ustala mocninná řada, kterou jsme nakonec vhodně upravili po-
sunut́ım index̊u.

Poznámka. Źıskaný výsledek si můžeme ověřit pro n sudé, kdy lze hledanou sumu seč́ıst i jednodušš́ım
zp̊usobem:

− 12 + 22 − 32 + 42 − 52 + 62 − ...− (n− 1)2 + n2 =

=

n
2∑
i=1

−(2i− 1)2 + (2i)2 =

n
2∑
i=1

(4i− 1) = 4
n
2

(
n
2 + 1

)
2

− n

2
=

=
n2

2
+
n

2
=
n(n+ 1)

2
=
(
n+ 1

2

)
(−1)n︸ ︷︷ ︸

1

Př́ıklad 3.1.3. Vypoč́ıtejte n-tý člen Fibonacciho posloupnosti, která je definována rekurentńım vztahem

F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Opět považujeme Fn za n-tý koeficient určité OPS a najdeme jej́ı generuj́ıćı funkci. Při tom využijeme
rekurentńı vztah z definice posloupnosti (Fn). Plat́ı

(Fn)
∞
n=0

OPS−−−→ f(z) =
∞∑
n=0

Fnz
n,

(Fn+1)
∞
n=0

OPS−−−→ f(z)− f(0)
z

=
1
z
f(z),

(Fn+2)
∞
n=0

OPS−−−→
1
z f(z)−

=1︷ ︸︸ ︷
1
0
f(0)

z
=
f(z)− z

z2
.

V posledńım řádku je třeba vysvětlit formálńı zápis 1
0f(0). Generuj́ıćı funkce OPS dané posloupnost́ı

(Fn+1)
∞
n=0 je h(z) = 1

z f(z), ale podle př́ıslušného pravidla pro poč́ıtáńı s OPS (viz. část 3.1.1) je hodnota
h(0) rovna nultému koeficientu řady, což je F1 = 1. Nyńı podle pravidla (3.1.1) můžeme převést rovnost
posloupnost́ı

Fn+2 = Fn+1 + Fn

na rovnost generuj́ıćıch funkćı
f(z)− z

z2
=

1
z
f(z) + f(z),

z čehož snadno vyjádř́ıme generuj́ıćı funkci f(z) jako

f(z) =
z

1− z − z2
.
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Jestliže nyńı f(z) rozvineme do mocninné řady, budou koeficienty u mocnin zn právě hledaná Fibonacciho
č́ısla. Abychom si rozvoj usnadnili, uvědomı́me si, že funkci f(z) lze rozložit na parciálńı zlomky

f(z) =
z

1− z − z2
=

A

r1 − z
+

B

r2 − z
,

kde r1, r2 jsou kořeny polynomu 1−z−z2. Nyńı stač́ı rozvinout jednotlivé parciálńı zlomky, což je snadné,
nebot’ se jedná jen o substituci v geometrické řadě. Např́ıklad můžeme uvažovat takto:

(1)∞n=0
OPS−−−→ 1

1− z
,((

1
r

)n)∞
n=0

OPS−−−→ 1
1− z

r

= r
1

r − z
,(

A

r

(
1
r

)n)∞
n=0

OPS−−−→ A

r − z
.

Proto

f(z) =
A

r1 − z
+

B

r2 − z
=
A

r1

∞∑
n=0

1
rn1
zn +

B

r2

∞∑
n=0

1
rn2
zn

a tedy

Fn =
A

rn+1
1

+
B

rn+1
2

.

Př́ıklad 3.1.4. Dokažte rovnost∑
k≥0

(
m

k

)(
n+ k

m

)
︸ ︷︷ ︸

an

=
∑
k≥0

(
m

k

)(
n

k

)
2k︸ ︷︷ ︸

bn

pro m,n ≥ 0.

Dokážeme, že levá a pravá strana jsou koeficienty dvou OPS, které maj́ı stejné generuj́ıćı funkce. Z
jednoznačnosti rozvoje se pak muśı rovnat i tyto koeficienty. Jak se ukáže, nemuśıme ani znát konkrétńı
hodnotu těchto koeficient̊u.

Nejprve hledejme generuj́ıćı funkci př́ıslušnou posloupnosti (an)
∞
n=0:

∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

∑
k≥0

(
m

k

)(
n+ k

m

) zn =
∑
k≥0

(
m

k

) ∞∑
n=0

(
n+ k

m

)
zn =

... meze u sum omeźıme na rozsah, kde jsou kombinačńı č́ısla
(
m
k

)
a
(
n+k
m

)
nenulová ...

=
m∑
k=0

(
m

k

) ∞∑
n=0

(
n+ k

m

)
zn =

m∑
k=0

(
m

k

) ∞∑
n=m−k

(
n+ k

m

)
zn =

... daľśı úpravy směřujeme k použit́ı rovnosti (3.1.2). Označme j = n+ k −m ...

=
m∑
k=0

(
m

k

)
zm−k

∞∑
n=m−k

(
n+ k −m+m

m

)
zn+k−m =

m∑
k=0

(
m

k

)
zm−k

∞∑
j=0

(
j +m

m

)
zj︸ ︷︷ ︸

1
(1−z)m+1

=

=
1

(1− z)m+1 ·
m∑
k=0

(
m

k

)
1kzm−k =

1
(1− z)m+1 · (1 + z)m =

(1 + z)m

(1− z)m+1 .

Nyńı obdobným zp̊usobem vypoč́ıtáme generuj́ıćı funkci př́ıslušnou posloupnosti (bn)
∞
n=0:
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∞∑
n=0

bnz
n =

∞∑
n=0

∑
k≥0

(
m

k

)(
n

k

)
2k

 zn =
∑
k≥0

(
m

k

)
2k

∞∑
n=0

(
n

k

)
zn =

=
m∑
k=0

(
m

k

)
2k

∞∑
n=k

(
n

k

)
zn =

m∑
k=0

(
m

k

)
2k

∞∑
n=0

(
n+ k

k

)
zn+k

︸ ︷︷ ︸
zk

(1−z)k+1

=
m∑
k=0

(
m

k

)
2k

zk

(1− z)k+1
=

=
1

1− z

m∑
k=0

(
m

k

)(
2z

1− z

)k
· 1m−k =

1
1− z

(
2z

1− z
+ 1
)m

=
1

1− z

(
1 + z

1− z

)m
=

(1 + z)m

(1− z)m+1 .

Obě generuj́ıćı funkce jsou si tedy skutečně rovny a proto plat́ı i an = bn pro každé n ∈ N0.

3.1.3 Rozměňovaćı problém

Př́ıklad 3.1.5. Hledejme počet r̊uzných řešeńı rovnice

k1 + 2k2 + 3k3 = R, (3.1.3)

kde k1,2,3 ∈ N jsou neznámé a R ∈ N. Jestliže vynásob́ıme geometrické řady s kvocienty q = x,q = x2 a
q = x3, dostaneme součin(

x0 + x1 + x2 + x3 + ...
) (
x0 + x2 + x4 + x6 + ...

) (
x0 + x3 + x6 + x9 + ...

)
=

=
1

1− x
· 1
1− x2

· 1
1− x3

=
∞∑
n=0

anx
n.

Výsledkem je opět mocninná řada, jej́ıž generuj́ıćı funkci známe. Koeficient aR u členu xR pak udává
počet řešeńı rovnice (3.1.3), nebot’ xR vznikne v daném součinu řad vždy jako součin

xR = xk1x2k2x3k3 ,

a tato mocnina x se vyskytne ve výsledné řadě právě tolikrát, kolik je r̊uzných řešeńı rovnice (3.1.3).

Uvedený př́ıklad je speciálńım př́ıpadem tzv. rozměňovaćıho problému (angl. money changing
problem). Zabýváme se otázkou, zda a př́ıpadně kolika zp̊usoby je možné zaplatit danou částku pouze s
pomoćı minćı (nebo bankovek) určitých hodnot. Matematicky tento problém definujeme následovně:

Úmluva. Největš́ı společný dělitel (NSD) množiny přirozených č́ısel {a1, ..., aM} označujeme jako
δ(a1, ..., aM ). Jestliže δ(a1, ..., aM ) = 1, tak ř́ıkáme, že č́ısla a1, ..., aM jsou nesoudělná.

Definice 3.1.6. Necht’ jsou dána přirozená č́ısla a1 < a2 < a3 < · · · < aM taková, že δ(a1, ..., aM ) = 1.
Potom definujeme množinu

S(a1, ..., aM ) =

{
M∑
i=1

αiai

∣∣∣∣∣αi ∈ N0

}
.

Poznámka. Množina S obsahuje právě ty částky, které lze zaplatit pomoćı M r̊uzných druh̊u minćı s
hodnotami a1, ..., aM . Je zřejmé, že pokud by δ(a1, ..., aM ) > 1, tak by množina S obsahovala pouze (ale
nikoliv právě) násobky δ(a1, ..., aM ).

Věta 3.1.7. (∃n0) (∀n ≥ n0) (n ∈ S(a1, ..., am)).

Poznámka. Věta ř́ıká, že pro daný počet a hodnoty minćı lze od určité výše zaplatit s jejich pomoćı
libovolnou částku. Tuto větu dokážeme později pomoćı OPS, ovšem dř́ıve se zaměř́ıme pouze na př́ıpad
M = 2, kdy lze o množině S ř́ıci něco v́ıce (např́ıklad explicitně určit n0). Pro tento př́ıpad OPS potřebovat
nebudeme.
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Rozměňovaćı problém pro M = 2

Věta 3.1.8. Necht’ a, b ∈ N, a < b, δ(a, b) = 1. Necht’ κ = (a− 1)(b− 1). Potom

• (∀n ≥ κ) (n ∈ S(a, b)),

• κ− 1 /∈ S(a, b),

• Právě polovina č́ısel z množiny {0, 1, 2, ..., κ− 1} patř́ı do S(a, b).

Poznámka. S(a, b) = {α1a+ α2b|α1, α2 ∈ N0}. Proto lze ř́ıci, že přirozené č́ıslo R ∈ S(a, b) právě tehdy,
když rovnice

ak1 + bk2 = R

má řešeńı k1, k2 ∈ N0. Podle př́ıkladu 3.1.5 nás tedy pro dané R zaj́ımá jen to, zda je koeficient u xR v
určité mocninné řadě kladný nebo je roven nule.

D̊ukaz. Z algebry v́ıme, že pro každá a, b ∈ Z existuj́ı x, y ∈ Z tak, že δ(a, b) = ax+ by. V našem př́ıpadě
tedy ∃x, y ∈ Z taková, že

ax+ by = 1.

Dı́ky tomu rovněž (∀n ∈ N) (∃x̃, ỹ ∈ Z) (ax̃+ bỹ = n). Každé přirozené č́ıslo tedy můžeme napsat jako
lineárńı kombinaci č́ısel a, b s celoč́ıselnými koeficienty. Nás však zaj́ımá, kdy lze volit tyto koeficienty
jako nezáporné.

Nejprve si uvědomı́me, že obecné řešeńı rovnice ax+ by = n, x, y ∈ Z, má tvar

(x, y) = (xp, yp) + (x0, y0), (3.1.4)

kde (x0, y0) řeš́ı homogenńı rovnici ax + by = 0 a (xp, yp) představuje partikulárńı řešeńı. Vzhledem k

nesoudělnosti č́ısel a, b plat́ı pro řešeńı homogenńı rovnice ax+by = 0⇔ ax = −by ⇒

{
a|y ⇒ y = r · a
b|x ⇒ x = s · b

.

Po dosazeńı máme asb = −bra a tedy s = −r. T́ım jsme ukázali, že obecné řešeńı (x, y) homogenńı rovnice
má tvar

(x, y) = (−rb, ra) = r(−b, a),
kde r ∈ Z.

Stále zbývá otázka, kdy existuj́ı x, y ≥ 0 taková, že ax + by = n. Abychom odpověděli, vyřeš́ıme
nejprve tuto rovnici v oboru celých č́ısel. Je zřejmé, že složky řešeńı nebudou obě záporné, protože a, b i
n jsou přirozená č́ısla. Źıskali jsme tedy partikulárńı řešeńı rovnice s pravou stranou, ke kterému můžeme
přič́ıst r(−b, a) a źıskat jiné řešeńı naš́ı rovnice. Naše otázka tedy přešla na otázku, kdy existuje r ∈ Z
takové, že výsledné řešeńı (3.1.4) je nezáporné.

Zřejmě existuje právě jedno řešeńı (x̄, ȳ) takové, že x̄ ∈ {0, 1, 2, ..., b− 1} (skutečně, pomoćı volby r
můžeme x posouvat po kroćıch o velikosti b). Takové x̄ je nejmenš́ı nezáporné, tj.

x̄ = min {x| ax+ by = n ∧ x, y ∈ Z ∧ x ≥ 0} .

ȳ je pak dané jednoznačně a je největš́ı možné, tj.

ȳ = max {y| ax+ by = n ∧ x, y ∈ Z ∧ x ≥ 0} .

Proto n ∈ S(a, b) právě tehdy, když (k němu jednoznačně př́ıslušné) ȳ ≥ 0.
Nyńı již př́ımo dokážeme prvńı tvrzeńı věty. Necht’ n ≥ κ. Potom

ax̄+ bȳ = n ≥ ab− a− b+ 1,
bȳ ≥ ab− a− ax̄− b+ 1 =

= a (b− 1− x̄)︸ ︷︷ ︸
≥0

−b+ 1,

ȳ ≥ −1 +
1
b
← (ȳ ∈ Z, a tak plat́ı také...)

ȳ ≥ 0.
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To znamená, že (x̄, ȳ) je nezáporné a n ∈ S(a, b).
Nyńı necht’ n ∈ {0, 1, 2, ..., κ− 1}. Potom n ∈ S(a, b), právě když

ax+ by = n, x, y ≥ 0, x ∈ {0, ..., b− 1} ,

což je ekvivalentńı s

κ− 1− n = ab− a− b− ax− by = a (b− 1− x)︸ ︷︷ ︸
=x̃∈{0,...,b−1}

+b (−1− y)︸ ︷︷ ︸
=ỹ<0

.

Č́ıslo x̃ je opět nejmenš́ı nezáporné, takže posledńı vztah znamená, že κ − 1 − n /∈ S(a, b). Pro n ∈
{0, 1, 2, ..., κ− 1} tedy v S(a, b) lež́ı vždy právě jedno z č́ısel n a κ− 1− n, což dokazuje posledńı bod.

Zbývá dokázat, že κ−1 /∈ S(a, b), ale to je snadné s použit́ım předchoźıho. Plat́ı totiž 0 = 0 ·a+0 ·b ∈
S(a, b), takže κ− 1 = κ− 1− 0 /∈ S(a, b).

Nyńı se vrát́ıme k OPS a s jejich pomoćı odhadneme počet zp̊usob̊u nakombinováńı určité částky
pomoćı (stále jen) dvou typ̊u minćı o r̊uzných hodnotách a, b, δ(a, b) = 1. Z předchoźı věty v́ıme, že pro
n ≥ κ = (a − 1)(b − 1) muśı být tento počet kladný. Dovoluji si upozornit, že i když následuj́ıćı řádky
nepředstavuj́ı d̊ukaz žádné věty, jsou velmi d̊uležité pro pochopeńı daľśıho výkladu.

Vı́me, že počet zp̊usob̊u nakombinováńı částky n je roven počtu nezáporných celoč́ıselných řešeńı
rovnice

ax+ by = n,

a podle př́ıkladu 3.1.5 též v́ıme, že tento počet je roven koeficientu i xn v mocninné řadě, která vznikne
jako součin řad

(1 + xa + x2a + x3a + ...) · (1 + xb + x2b + x3b + ...),

protože xn vznikne jako xak1 ·xbk2 . Mocninné řady umı́me seč́ıst, a tak v́ıme, že generuj́ıćı funkce výsledné
OPS je

f(x) =
1

1− xa
· 1
1− xb

.

Jestliže chceme tuto funkci rozvinout do mocninné řady, bude třeba provést jej́ı rozklad na parciálńı
zlomky. Kořeny jmenovatel̊u jsou řešeńımi binomické rovnice ωa = 1, resp. ωb = 1, a jsou to tedy (v
prvńım př́ıpadě) č́ısla

{
ek

2π
a i
∣∣∣ k = 0, 1, ..., a− 1

}
.

Kořeny celého jmenovatele, tj. (1− xa)(1− xb), jsou tedy uvedeného tvaru, přičemž 1 je dvojnásobný
kořen a ostatńı kořeny jsou už jednoduché. To dokážeme sporem. Necht’ se rovnaj́ı kořeny

ek1
2π
a i = ek2

2π
b i.

Potom se rovnaj́ı i př́ıslušné exponenty, takže

k1

a
=
k2

b
=
t

s
,

kde t
s je zlomek ve zkráceném tvaru, a přitom (z definice k1, k2) je t

s < 1, což znamená, že s ≥ 2. Protože
zlomek je ve zkráceném tvaru, tak s|a a zároveň s|b, z čehož plyne s|δ(a, b), ale δ(a, b) = 1, což je spor.

Rozklad na parciálńı zlomky má tedy tvar1

1
(1− xa)(1− xb)

=
A

(1− x)2
+

B

1− x︸ ︷︷ ︸
pro 2-násobný kořen 1

+
∑
ωa=1
ω 6=1

Cω
1− x

ω

+
∑
ξb=1
ξ 6=1

Dξ

1− x
ξ

, (3.1.5)

kde koeficienty A,B,Cω, Dξ zat́ım neznáme. Jak se dále ukáže, bude pro naše účely stačit, pokud zjist́ıme
hodnoty koeficient̊u A a B. To provedeme velmi šikovně.

1Přirozeněǰśı tvar zlomk̊u v sumách vpravo je asi C̃ω
ω−x

, resp.
D̃ξ

ξ−x
, kde C̃ω = ωCω a D̃ξ = ξDξ. Pro rozvoj do mocninné

řady pomoćı vztahu (3.1.6) (viz. dále) se však sṕı̌se hod́ı tvar použitý v (3.1.5).
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Rovnost (3.1.5) vynásob́ıme výrazem (1− x)2 a provedeme limitu pro x→ 1. Dostaneme tak

lim
x→1

1− x
1− xa

· 1− x
1− xb

= A.

Limitu pravé strany jsme zde vypoč́ıtali rovnou, nebot’ je zřejmá na prvńı pohled. Pro výpočet limity
nalevo použijeme l’Hospitalovo pravidlo na jednotlivé zlomky, takže nakonec vyjde

A =
1
ab
.

Pro źıskáńı hodnoty B opět vynásob́ıme (3.1.5) výrazem (1 − x)2 a následně zderivujeme. Na pravé
straně dostaneme −B plus sumu výraz̊u s koeficienty Cω a Dξ, z nichž každý má tvar (uvedeme jen pro
Cω) (

Cω
1− x

ω

(1− x)2
)′

=
(

Cω
1− x

ω

)′
(1− x)2 − 2

Cω
1− x

ω

(1− x).

Pokud nyńı opět provedeme limitu pro x → 1, bude limita všech těchto výraz̊u rovna nule, protože pro
x→ 1 je Cω

1− x
ω
→ konst 6= 0. Dostaneme tedy rovnost

lim
x→1

(
(1− x)2

(1− xa)(1− xb)

)′
= B.

Limitu na pravé straně vypoč́ıtáme s dvojnásobným použit́ım l’Hospitalova pravidla, až nakonec vyjde

B =
a+ b− 2

2ab
.

Nyńı si vzpomeneme na př́ıklad 3.1.2, kde jsme odvodili rozvoj

1
(1− x)k+1

=
∞∑
n=0

(
n+ k

k

)
xn. (3.1.6)

Jednotlivé členy rozkladu na parciálńı zlomky tedy rozvineme do řady a obdrž́ıme

1
(1− xa)(1− xb)

= A
∞∑
n=0

(n+ 1)xn +B
∞∑
n=0

xn +
∑
ωa=1
ω 6=1

Cω

∞∑
n=0

xn

ωn
+
∑
ξb=1
ξ 6=1

Dξ

∞∑
n=0

xn

ξn
.

Jak jsme již uvedli, počet zp̊usob̊u vyplaceńı částky n je roven koeficientu u xn v uvedené mocninné řadě,
a tento koeficient je roven (po dosazeńı hodnot A,B)

n+ 1
ab

+
a+ b− 2

2ab
+
∑
ωa=1
ω 6=1

Cω
ωn

+
∑
ξb=1
ξ 6=1

Dξ

ξn

︸ ︷︷ ︸
per(n)

=
n+ 1
ab

+
a+ b− 2

2ab
+ per(n).

Člen per(n) je periodický s periodou ab a součtet per(n) přes periodu je 0. Proto je uvedený počet zp̊usob̊u
od jistého n určitě kladný.

Zbývá vysvětlit periodicitu členu per(n). Protože ωa = 1 a ξb = 1, tak výraz 1
ωn má periodu a a výraz

1
ξn má periodu b. Proto i celá suma

∑
ωa=1
ω 6=1

Cω

ωn má periodu a a suma
∑
ξb=1
ξ 6=1

Dξ

ξn má periodu b. Celý součet

má tedy periodu ab.
Nulový součet přes periodu zd̊uvodńıme takto: Když ωa = 1, tak i 1

ωa = 1. Č́ısla Cω

ωn jsou proto vrcholy
pravidelného a-úhelńıku, které lež́ı v komplexńı rovině na kružnici o poloměru Cω. Jejich součet (přes
periodu o velikosti a) je těžǐstěm tohoto a-úhelńıku, a toto těžǐstě lež́ı v nule. Stejně pro Dξ

ξn a součet přes
periodu o velikosti b.
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Rozměňovaćı problém pro obecné M

Nyńı se vrát́ıme k rozměňovaćımu problému pro obecný počet typ̊u minćı. Pomoćı OPS dokážeme větu
3.1.7 a ještě něco nav́ıc.

Věta 3.1.9. Necht’ jsou dána přirozená č́ısla 1 < a1 < a2 < · · · < aM taková, že δ(a1, a2, ..., aM ) = 1.
Potom

(∃n0) (∀n ≥ n0) (n ∈ S(a1, ..., am))

a přitom počet zp̊usob̊u. kterými lze n nakombinovat, se asymptoticky bĺı̌źı č́ıslu

nM−1

(M − 1)! · a1a2 · · · aM
,

tj. limita pod́ılu skutečného počtu zp̊usob̊u a uvedeného výrazu pro n→∞ je rovna 1.

Poznámka. Speciálně pro M = 2 vycháźı počet zp̊usob̊u podle této věty přibližně n
a1a2

= n
ab a v před-

choźım odvozeńı jsme dospěli k č́ıslu n+1
ab + a+b−2

2ab (až na periodický člen). Pro n → ∞ jde pod́ıl obou
výraz̊u skutečně k jedné.

D̊ukaz. Prostředky d̊ukazu této věty budou velmi podobné myšlenkám, které jsme předvedli v předchoźım
odvozeńı pro M = 2. Označme hn hledaný počet zp̊usob̊u pro dané n, tj. počet nezáporných celoč́ıselných
řešeńı (k1, ..., kM ) rovnice

M∑
i=1

aiki = n.

Potom (stále podle stejné úvahy) je hn rovněž koeficientem u xn v mocninné řadě, která vznikne jako
součin mocninných řad

(1 + xa1 + x2a1 + ...)(1 + xa2 + x2a2 + ...) · · · (1 + xaM + x2aM + ...) =
1

1− xa1
· 1
1− xa2

· · · 1
1− xaM

.

Provedeme-li opět rozklad na parciálńı zlomky, podobně jako v předchoźım odvozeńı zjist́ıme, že jmenova-
tel má kořeny určitého tvaru, přičemž jediný M -násobný kořen je 1. Ostatńı kořeny (již nemuśı mı́t nutně
násobnost 1, ale) maj́ı násobnost menš́ı než M . Při ověřeńı tohoto tvrzeńı opět postupujeme sporem a
využ́ıváme předpokladu δ(a1, a2, ..., aM ) = 1.

Rozklad na parciálńı zlomky můžeme tedy zapsat ve tvaru

1
1− xa1

· 1
1− xa2

· · · 1
1− xaM

=
A

(1− x)M
+
∑
η

ν(η)≤M−1∑
j=1

Cη,j
(1− x

η )j
,

kde suma přes η znamená sumu přes všechny kořeny jmenovatele kromě kořenu 1 a ν(η) označuje ná-
sobnost kořenu η. Jediný koeficient rozkladu, který pro d̊ukaz věty potřebujeme, je koeficient A. Jestliže
uvedenou rovnost vynásob́ıme výrazem (1− x)M a provedeme limitu pro x→ 1, dostaneme rovnost

1
a1a2 · · · aM

= A,

přičemž pro výpočet limity nalevo jsme museli použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo na každý zlomek 1−x
1−xai

zvlášt’.
Nyńı provedeme rozvoje jednotlivých sč́ıtanc̊u do mocninné řady podle (3.1.6), takže źıskáme

A
∞∑
n=0

(
n+M − 1
M − 1

)
xn +

∑
η

ν(η)≤M−1∑
j=1

Cη,j

∞∑
n=0

(
n+ j − 1
j − 1

)
xn

ηn
.
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Koeficient u xn, neboli hn, je tedy roven

hn = A

(
n+M − 1
M − 1

)
+
∑
η

ν(η)≤M−1∑
j=1

Cη,j

(
n+ j − 1
j − 1

)
1
ηn︸ ︷︷ ︸

P (n)

.

P (n) je polynom v proměnné n stupně nejvýše M − 2, protože index j dosahuje hodnoty nejvýše M − 1.
Pokud nyńı provedeme limitu pro n→∞ pod́ılu hn a odhadu z dokazované věty, dostaneme

lim
n→∞

hn
nM−1

(M−1)!·a1a2 · · · aM︸ ︷︷ ︸
1/A

= lim
n→∞

(n+M−1)(n+M−2)···(n+1)
(M−1)! + P (n)

nM−1

(M−1)!

=

= lim
n→∞

(n+M − 1)(n+M − 2) · · · (n+ 1)
nM−1︸ ︷︷ ︸

=1

+(M − 1)! lim
n→∞

P (n)
nM−1︸ ︷︷ ︸

=0

= 1.

Poznámka. Několik zaj́ımavost́ı o rozměňovaćım problému:

• Pro M = 3, a1 < a2 < a3 je od roku 1970 známa minimálńı částka, kterou lze vyplatit.

• Od roku 1942 je známa minimálńı částka, kterou lze zaplatit, pokud a1 < a2 < ... < aM tvoř́ı
aritmetickou posloupnost.

• Pro M ≥ 4 ukázali Erdös a Graham, že maximálńı částka, kterou nelze vyplatit, je ≤ 2aM−1

⌊
aM

M

⌋
−

aM .

3.1.4 Tvrzeńı z teorie č́ısel dokazatelná pomoćı OPS

Věta 3.1.10. Množinu přirozených č́ısel nelze zapsat jako konečné disjunktńı sjednoceńı aritmetických
posloupnost́ı s r̊uznými diferencemi.

Poznámka. Pokud připust́ıme shodné diference u alespoň dvou posloupnost́ı, tak věta neplat́ı. Snadno si
lze představit N jako sjednoceńı všech sudých a lichých přirozených č́ısel, nebo jako

N = {2k| k ∈ N} ∪ {4k − 3| k ∈ N} ∪ {4k − 1| k ∈ N} .

D̊ukaz. Mějme posloupnosti (a1 + nd1),(a2 + nd2),...,(aM + ndM ) kde M ≥ 2 a necht’ plat́ı

1 < d1 < d2 < ... < dM .

Předpokládejme, že tyto posloupnosti pokrývaj́ı celé N. Sečteme-li řady

xa1 + xa1+d1 + xa1+2d1 + xa1+3d1 + ...

xa2 + xa2+d2 + xa2+2d2 + xa2+3d2 + ...

...

xaM + xaM+dM + xaM+2dM + xaM+3dM + ...,

muśıme dostat řadu

x1 + x2 + x3 + x4 + ...

(
=

∞∑
n=1

xn

)
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Pokud nejprve vypoč́ıtáme součet každé řady zvlášt’ (všechny řady jsou pro x ∈ (0, 1) absolutně kon-

vergentńı) a dosad́ıme do rovnosti mezi součtem M řad na levé straně a řadou
∞∑
n=1

xn na straně pravé,

dostaneme rovnost
xa1

1− xd1
+

xa2

1− xd2
+ ...+

xaM

1− xdM
=

x

1− x
.

Jmenovatel posledńıho sč́ıtance nalevo má kořen e
2π

dM
i (kořen s nejmenš́ım argumentem). Žádný jiný

jmenovatel tento kořen nemá, protože podle předpokladu je dM největš́ı ze všech diferenćı. Pokud nyńı
v rovnosti provedeme limitu pro x → e

2π
dM

i, dostaneme napravo konečné č́ıslo a nalevo součet M − 1
konečných č́ısel a (komplexńıho) nekonečna, které je limitou posledńıho sč́ıtance. To je ale spor.

Věta 3.1.11. Označme jako rn počet zp̊usob̊u, jak zapsat č́ıslo n ∈ N jako součet přirozených č́ısel (bez
ohledu na pořad́ı), kde sč́ıtance jsou r̊uzné. Podobně označme jako ln počet zp̊usob̊u, jak zapsat č́ıslo n ∈ N
jako součet přirozených č́ısel (bez ohledu na pořad́ı), kde sč́ıtance jsou liché. Potom rn = ln.

Př́ıklad. V následuj́ıćım seznamu možnost́ı zápisu č́ısla 6 jsou ṕısmenem L vyznačeny zápisy pomoćı
součtu lichých č́ısel a ṕısmenem R zápisy pomoćı součtu r̊uzných č́ısel.

L 6 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1
6 = 1 + 1 + 1 + 1 + 2
6 = 1 + 1 + 2 + 2
6 = 2 + 2 + 2

L 6 = 1 + 1 + 1 + 3
R 6 = 1 + 2 + 3
L 6 = 3 + 3

6 = 1 + 1 + 4
R 6 = 2 + 4

LR 6 = 1 + 5
R 6 = 6

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že rn je koeficient u xn v mocninné řadě, která vznikne po roznásobeńı výrazu

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3) · · · =
∞∏
k=1

(1 + xk). (3.1.7)

To je ale v podstatě vidět, protože každý člen v této mocninné řadě je tvaru A · xa1 · xa2 · xa3 · · ·xaM ,
kde M ∈ N a a1, a2, ..., aM jsou navzájem r̊uzné. Pokud máme pochybnosti o konvergenci nekonečného
součinu, můžeme jej zlogaritmovat:

ln
∞∏
k=1

(1 + xk) =
∞∑
k=1

ln(1 + xk) (3.1.8)

a přitom

lim
x→0

ln(1 + xk)
xk

= 1.

Řada (3.1.8) má tedy stejný poloměr konvergence jako řada
∞∑
k=0

xk, takže pro x ∈ [0, 1) konverguje. Proto

konverguje i p̊uvodńı produkt.
Dále plat́ı, že ln je koeficient u xn ve výrazu

(1 + x+ x2 + x3 + ...) · (1 + x3 + x6 + x9 + ...) · (1 + x5 + x10 + x15 + ...) · · · =
∞∏
k=1

∞∑
j=0

x(2k−1)j . (3.1.9)
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Pro dané n totiž xn vznikne vždy jako součin

xn = xk1 · x3k2 · x5k3 · · ·x(2M−1)kM ,

kde M ∈ N a ki ∈ N0. To je ekvivalentńı s rovnost́ı

n = k1 + 3k2 + 5k3 + ...+ (2M − 1)kM ,

která však znamená jen to, že n lze zapsat jako součet lichých č́ısel

n = 1 + 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸
k1-krát

+3 + 3 + ...+ 3︸ ︷︷ ︸
k2-krát

+5 + 5 + ...+ 5︸ ︷︷ ︸
k3-krát

+...+ (2M − 1) + (2M − 1) + ...+ (2M − 1)︸ ︷︷ ︸
kM -krát

.

Pokud ověř́ıme, že oba výrazy (3.1.7) a (3.1.9) jsou si rovny, bude to znamenat i rn = ln. Ve výrazu
(3.1.9) sečteme sumy tvoř́ıćı jednotlivé činitele, nebot’ se jedná o geometrické řady. Dostaneme tak celkem

∞∏
k=1

1
1− x2k−1

, (3.1.10)

což se má rovnat výrazu
∞∏
k=1

(1 + xk).

Pokud si rozeṕı̌seme

1 + xk =
1− x2k

1− xk
,

tak potom už je vidět, že skutečně

∞∏
k=1

(1 + xk) =
∞∏
k=1

1− x2k

1− xk
=

∞∏
k=1

1
1− x2k−1

,

protože právě všechny členy se sudými mocninami x se vykrát́ı (to je paradox nekonečného součinu...).

Př́ıklad 3.1.12. Mějme č́ısla a1 < a2 < ... < an ∈ Z a uvažujme všechny rozd́ıly (aj − ai) , kde j > i,
což jsou všechno přirozená č́ısla. Potom řekneme, že posloupnost a1, a2, .., an tvoř́ı dokonalé prav́ıtko,
jestliže (

∀k, 1 ≤ k ≤
(
n

2

))
(∃i, j ∈ n̂) (aj − ai = k) , (3.1.11)

tj. když všechna přirozená č́ısla od 1 do
(
n
2

)
lze vyjádřit jako rozd́ıl vhodné dvojice č́ısel z posloupnosti

a1, a2, .., an.
Např́ıklad pro n = 4 je

(
4
2

)
= 6 a posloupnost (0, 1, 4, 6) tvoř́ı dokonalé prav́ıtko.

Věta 3.1.13. Pro n ≥ 5 dokonalé prav́ıtko neexistuje.

D̊ukaz. I tuto větu dokážeme s použit́ım OPS. Necht’ n ∈ N a posloupnost (a1, ..., an) tvoř́ı dokonalé
prav́ıtko. Definujme polynom

A(z) = za1 + za2 + ...+ zan

a uvažujme součin polynomů A(z) ·A(z−1). Po prostém roznásobeńı vznikne celkem n2 sč́ıtanc̊u, přičemž
mezi nimi bude

(
n
2

)
= n(n−1)

2 pár̊u tvaru zai−aj a zaj−ai , kde i 6= j (nebot’ tolika zp̊usoby lze vybrat dvě
r̊uzná č́ısla z n̂ bez ohledu na pořad́ı), a zbylých n sč́ıtanc̊u budou jednotky (z0).

Z vlastnosti dokonalého prav́ıtka (3.1.11) nalezneme každé č́ıslo od 1 do
(
n
2

)
jako rozd́ıl aj − ai pro

nějaké i < j. Součin A(z) ·A(z−1) je tedy roven

A(z) ·A(z−1) = (n− 1) + z−(n
2) + z−((n

2)−1) + ...+ z−1 + z0 + z1 + z2 + ...+ z(
n
2)−1 + z(

n
2). (3.1.12)
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Č́ısla v rámečku dohromady tvoř́ı výše zmı́něných n jednotek v roznásobeńı součinu. Označme nyńı

N =
(
n

2

)
.

Součin (3.1.12) bez konstanty n−1 tvoř́ı geometrickou řadu, kterou sečteme podle známého vzorce, když
vytkneme z−N :

A(z) ·A(z−1) = (n− 1) + z−N
z2N+1 − 1
z − 1

= (n− 1) +
zN+ 1

2 − z−N− 1
2

z
1
2 − z− 1

2
.

Pokud nyńı dosad́ıme speciálně z = eiϕ, dostaneme

A
(
eiϕ
)
A
(
e−iϕ

)
= (n−1)+

eiϕ(N+ 1
2 ) − e−iϕ(N+ 1

2 )

e
iϕ
2 − e−

iϕ
2

= (n−1)+
sinh

(
iϕ
(
N + 1

2

))
sinh

(
iϕ2
) = (n−1)+

sin
(
ϕ
(
N + 1

2

))
sin
(
ϕ
2

) .

Č́ısla eiϕ a e−iϕ jsou však komplexně sdružená, takže plat́ı i A
(
e−iϕ

)
= A (eiϕ), a tedy

A
(
eiϕ
)
A
(
e−iϕ

)
=
∣∣A (eiϕ)∣∣2 ≥ 0,

Pro každé ϕ tak muśı platit

A
(
eiϕ
)
A
(
e−iϕ

)
= (n− 1) +

sin
(
ϕ
(
N + 1

2

))
sin
(
ϕ
2

) ≥ 0.

Z této nerovnosti již źıskáme omezeńı na n. Jinými slovy ukážeme, že pro n ≥ 5 již tato nerovnost neplat́ı.
Zvolme ϕ tak, aby sin

(
ϕ
(
N + 1

2

))
= −1, tj. ϕ

(
N + 1

2

)
= 3

2π, takže

ϕ =
3
2π

N + 1
2

=
3
2π

n(n−1)
2 + 1

2

=
3π

n2 − n+ 1
.

I pro toto ϕ muśı postupně platit

(n− 1)− 1
sin 3π

2(n2−n+1)

≥ 0,

sin
3π

2 (n2 − n+ 1)
≥ 1

n− 1
,

3π
2 (n2 − n+ 1)

≥ 1
n− 1

,

3π
2︸︷︷︸

≈4.71

≥ n2 − n+ 1
n− 1

= n+
1

n− 1
,

přičemž jsme využili, že x ≥ sinx pro x ∈
(
0, π2

)
. Je však vidět, že pro n ≥ 5 již tato nerovnost splněna

neńı.

Př́ıklad 3.1.14. Mějme naměřená data d1, ..., dN−1 a hledejme hodnoty neznámé veličiny y1, ..., yN−1,
jestliže je znám rekurentńı vztah

ayi+1 + byi + cyi−1 = di ∀i = 1, 2, 3, ..., N − 1 (3.1.13)

a hodnoty (okrajové podmı́nky) y0, yN . Koeficienty a, b, c jsou známé a předpokládáme a, c 6= 0, jinak by
byla úloha triviálńı.
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Definujme polynomy

D(x) =
N−1∑
i=1

dix
i,

Y (x) =
N−1∑
i=1

yix
i.

Nyńı všechny rovnosti (3.1.13) vynásob́ıme xi a sečteme přes i od 1 do N − 1. Dostaneme

a
N−1∑
i=1

yi+1x
i + b

N−1∑
i=1

yix
i + c

N−1∑
i=1

yi−1x
i = D(x).

Podle definice polynomu Y (x) lze tuto rovnost dále přepsat na

a

x

(
Y (x)− y1x+ yNx

N
)

+ bY (x) + cx
(
Y (x)− yN−1x

N−1 + y0
)

= D(x).

Celou rovnost vynásob́ıme x a po vytknut́ı Y (x) dostaneme

Y (x)
(
a+ bx+ cx2

)
= x

(
ay1 + cyN−1x

N +D(x)− ayNxN−1 − cy0x
)
.

Necht’ r1.r2 jsou kořeny rovnice cx2 + bx+ a = 0, pro jednoduchost r̊uzné. Potom plat́ı

0 = ay1 + cyN−1r
N
1 +D(r1)− ayNrN−1

1 − cy0r1,
0 = ay1 + cyN−1r

N
2 +D(r2)− ayNrN−1

2 − cy0r2,

což je soustava dvou lineárńıch rovnic pro y1 a yN−1 s determinantem∣∣∣∣ a crN1
a crN2

∣∣∣∣ 6= 0,

protože r1 6= r2. Jej́ım řešeńım źıskáme hodnoty y1, yN−1 a dospějeme tedy ke stejné úloze, avšak pouze
pro (N − 1)− 2 neznámých y2, ..., yN−2. Rozmyslete si, co se stane, když r1 = r2.

3.2 Exponenciálńı generuj́ıćı funkce

Definice 3.2.1. Necht’ z ∈ C, (an)
∞
n=0 je č́ıselná posloupnost. Řadou s exponenciálńı generuj́ıćı

funkćı (angl. exponential generating function, EGF) rozumı́me č́ıselnou řadu

n∑
k=0

an
n!
zn.

Součet této řady nazýváme (exponenciálńı) generuj́ıćı funkćı. Korespondenci posloupnosti koeficient̊u
řady a př́ıslušné exponenciálńı generujćı funkce f(z) zapisujeme jako

(an)
∞
n=0

EGF−−−→ f(z).

Poznámka. Srovnáme-li definice 3.1.1 a 3.2.1, všimneme si určité inkonzistence v názvoslov́ı. Definice 3.1.1
udává název pro řadu, ale definice 3.2.1 hovoř́ı sṕı̌se o jej́ı generuj́ıćı funkci. Tento rozpor je dědictv́ım
přednášky, kde jsme ve skutečnosti žádné formálńı definice neměli a hovořili jsme o obyčejných generu-
j́ıćıch funkćıch (angl. ordinary power series, OPS) a o exponenciálńıch generuj́ıćıch funkćıch, které jsme
označovali jako EGF. Zájemci o korektńı (a/nebo obvyklé) označeńı jej budou muset hledat v literatuře.

Př́ıklad.

(1)∞n=1
EGF−−−→ ez =

∞∑
n=0

zn

n!
.
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3.2.1 Pravidla pro poč́ıtáńı s EGF

Jestliže

(an)
∞
n=0

EGF−−−→ f(z), (bn)
∞
n=0

EGF−−−→ g(z),

tak potom lze odvodit následuj́ıćı vztahy:

1. Pro posunut́ı indexu o 1 plat́ı

(an+1)
∞
n=0

EGF−−−→ f ′(z) ,

protože

f ′(z) =
∞∑
n=1

an
n!
nzn−1 =

∞∑
n=1

an
(n− 1)!

zn−1 =
∞∑
n=0

an+1

n!
zn.

2. Pro násobeńı indexem plat́ı

(nan)
∞
n=0

EGF−−−→ zf ′(z) ,

protože

f ′(z) =
∞∑
n=1

an
n!
nzn−1 =

1
z

∞∑
n=0

(n · an)
n!

zn.

3. Pro násobeńı mocninou konstanty plat́ı zřejmě (stejně jako u OPS)

(cnan)
∞
n=0

EGF−−−→ f(cz) .

4. Zřejmě plat́ı

(an ± bn)∞n=0
EGF−−−→ f(z)± g(z) . (3.2.1)

5. Podle vzorce pro násobeńı mocninných řad plat́ı

(
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k

)∞
n=0

EGF−−−→ f(z)g(z) ,

protože

( ∞∑
n=0

an
n!
zn

)( ∞∑
n=0

bn
n!
zn

)
=

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

ak
k!

bn−k
(n− k)!

)
zn =

∞∑
n=0

1
n!


n∑
k=0

n!
k!(n− k)!︸ ︷︷ ︸

(n
k)

akbn−k

 zn.

6. Speciálně pro volbu bn = 1 je g(z) = ez, a tak

(
n∑
k=0

(
n

k

)
ak

)∞
n=0

EGF−−−→ ezf(z) . (3.2.2)
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3.2.2 Jednoduchý př́ıklad

Poznámka. Je zřejmé, že použit́ı generuj́ıćıch funkćı je podmı́něno nenulovým poloměrem konvergence
př́ıslušných řad. Jak již bylo řečeno, v kombinatorických úlohách zpravidla hledáme posloupnost koefi-
cient̊u (an)

∞
n=0. Tuto posloupnost sice neznáme, ale v mnoha př́ıpadech jsme schopni ji nějakým zp̊usobem

odhadnout, takže můžeme zdola odhadnout i poloměr konvergence.
Kritériem rozhodováńı, zda pro řešeńı dané úlohy použ́ıt OPS či EGF, může být právě fakt, že EGF

připoušt́ı pomaleǰśı klesáńı posloupnosti an (o faktor n!) při zachováńı stejného poloměru konvergence.
Při rozhodováńı nám mnohdy pomůže též ”typ“ úlohy - např́ıklad následuj́ıćı úloha vyb́ıźı k použit́ı EGF,
nebot’ jej́ı zadáńı v mnohém připomı́ná pravidlo (3.2.2).

Př́ıklad 3.2.2. Vypoč́ıtejte součet

Sn =
n∑
k=0

(
n

k

)
k2.

Vyjděme z posloupnosti (1)∞n=0 a použ́ıvejme postupně pravidla z části 3.2.1:

(1)∞n=0
EGF−−−→ ez,

(n · 1)∞n=0
EGF−−−→ zez,(

n2
)∞
n=0

= (n · n)∞n=0
EGF−−−→ z (ez + zez) =

(
z + z2

)
ez,

(Sn)
∞
n=0 =

(
n∑
k=0

(
n

k

)
k2

)∞
n=0

EGF−−−→
(
z + z2

)
e2z.

Podle posledńıho řádku plat́ı
∞∑
n=0

Sn
n!
zn =

(
z + z2

)
e2z.

Najdeme-li tedy rozvoj funkce
(
z + z2

)
e2z do mocninné řady, budeme schopni vyjádřit koeficienty Sn.

Rozvoj sestroj́ıme šikovně, nebot’ nám postač́ı znalost rozvoje ez, který vynásob́ıme polynomem
(
z + z2

)
,

takže výsledek bude stále mocninná řada.

(
z + z2

)
e2z =

(
z + z2

) ∞∑
n=0

1
n!

(2z)n =
∞∑
n=0

2n

n!
zn+1 +

∞∑
n=0

2n

n!
zn+2 = z +

∞∑
n=2

2n−1

(n− 1)!
zn︸ ︷︷ ︸

P∞
n=1

2n−1
(n−1)! z

n

+
∞∑
n=2

2n−2

(n− 2)!
zn.

Z uvedeného vztahu je už vidět, že S1 = 1 a

Sn
n!

=
2n−1

(n− 1)!
+

2n−2

(n− 2)!
,

Sn = n2n−1 + n(n− 1)2n−2.

3.2.3 Bernoulliova č́ısla

Definice 3.2.3. Bernoulliovými č́ısly rozumı́me posloupnost (Bn)
∞
n=0, pro niž plat́ı

(Bn)
∞
n=0

EGF−−−→ z

ez − 1
.

Poznámka 3.2.4. Zabývejme se korektnost́ı definice Bn, tj. je-li možné psát funkci f(z) = z
ez−1 jako součet

mocninné řady. Nejprve se pod́ıvejme na kořeny jmenovatele. Jestliže vyjádř́ıme z jako z = iϕ, můžeme
řešit rovnici

eiϕ = 1, tj.
cosϕ+ i sinϕ = 1,
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která má řešeńı ϕ = 2kπ, neboli z = 2kπi, kde k ∈ Z. V bodě z0 = 0 (k = 0) plat́ı

lim
z→z0

z

ez − 1
= 1,

a v tomto bodě je tedy odstranitelná nespojitost funkce f . Pro k ∈ Z\ {0} a z0 = 2kπi však plat́ı

lim
z→z0

z

ez − 1
=∞,

přičemž nejbĺıže nule jsou body ±2πi. Jiné singulárńı body funkce f nemá. To znamená, že je holomorfńı
na kruhu se středem v bodě 0 a s poloměrem 2π a jej́ı Laurent̊uv rozvoj v bodě 0 má tedy jen regulárńı
část - je to př́ımo Taylor̊uv rozvoj. Proto lze skutečně funkci z

ez−1 rozvinout do mocninné řady (v bodě
0) a poloměr konvergence této řady je 2π (nebot’ to je vzdálenost k nejbližš́ımu singulárńımu bodu).

V následuj́ıćım se budeme snažit naj́ıt hodnoty Bn. Podle definice po vynásobeńı (ez − 1) plat́ı2

z =
∞∑
n=0

Bn
n!
zn ·

∞∑
n=1

1
n!
zn︸ ︷︷ ︸

ez−1

.

Po úpravě dostaneme

1 =
∞∑
n=0

Bn
n!
zn

∞∑
n=0

1
(n+ 1)!

zn.

Podle vzorce pro součin mocninných řad můžeme dále upravit na

1 =
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

Bk
k!

1
(n− k + 1)!

)
zn =

∞∑
n=0

cnz
n,

ale to neńı nic jiného než rozvoj ”funkce“ g(z) = 1 do mocninné řady. Protože koeficienty rozvoje jsou
jednoznačné, plat́ı

c0 = B0 = 1,

cn =
n∑
k=0

Bk
k!

1
(n− k + 1)!

= 0, n ∈ N.

Po vynásobeńı posledńı rovnosti č́ıslem n! přejde tato rovnost na elegantněǰśı tvar

n∑
k=0

(
n+ 1
k

)
Bk = 0.

S pomoćı tohoto vztahu jsme schopni rekurzivně vypoč́ıtat prvky posloupnosti (Bn):

• B1 = − 1
2 zjist́ıme ze vztahu

(
2
0

)
B0 +

(
2
1

)
B1 = 0,

• B2 = 1
6 vypoč́ıtáme z rovnosti

(
3
0

)
B0 +

(
3
1

)
B1 +

(
3
2

)
B2 = 0,

a takto můžeme pokračovat. Prvńıch 16 člen̊u posloupnosti (Bn) má následuj́ıćı hodnoty:

n 0 1 2 3 4 5 6 7
Bn 1 − 1

2
1
6 0 − 1

30 0 1
42 0

8 9 10 11 12 13 14 15 16
− 1

30 0 5
66 0 − 691

2730 0 7
6 0 − 3617

510

2Od tohoto okamžiku jsme se zbavili odstranitelné nespojitosti funkce f(z) = z
ez−1

v bodě 0. Pokud v bodě 0 dodefinu-

jeme funkci f jej́ı limitou, tj. č́ıslem 1, tak je koeficient B0 v rozvoji funkce f do mocninné řady roven jedné, nebot’ to je
právě funkčńı hodnota v bodě 0. Jak uvid́ıme, po odstraněńı zlomku k tomuto výsledku dojdeme i jinak.
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Hodnoty Bn se měńı na prvńı pohled chaoticky a explicitńı vyjádřeńı člen̊u posloupnosti Bn nevypadá
jednoduše. My se o něj ani pokoušet nebudeme. Podle hodnot v tabulce však můžeme předpokládat, že

B2n+1 = 0 pro n ≥ 1.

To je z definice Bn ekvivalentńı vztahu

z

ez − 1
= 1− 1

2
z + sudé mocniny z.

Abychom jej dokázali, stač́ı ukázat, že funkce f(z) = z
ez−1 + 1

2z je sudá. To skutečně plat́ı, můžeme ověřit
rovnost f(z) = f(−z) nebo provést úpravu f(z) na tvar

z

ez − 1
+
z

2
= z

2 + ez − 1
2(ez − 1)

=
z

2
ez + 1
ez − 1

=
z

2
e

z
2 + e−

z
2

e
z
2 − e−

z
2

=
z

2
coth

(z
2

)
,

z nejž je již sudost funkce f zřejmá.

Věta 3.2.5. (Bernoulli)
Necht’ m ∈ N. Potom plat́ı

n−1∑
k=0

km =
1

m+ 1

m∑
i=0

(
m+ 1
i

)
Bin

m−i+1.

Př́ıklad. Pro m = 2 máme známý vzoreček

n∑
k=0

k2 =
1
6
n(n+ 1)(2n+ 1), tj.

n−1∑
k=0

k2 =
1
6
(n− 1)n(2n− 1)

a podle Bernoulliovy věty vycháźı

n−1∑
k=0

k2 =
1
3

B0n
3 + 3 B1︸︷︷︸

− 1
2

n2 + 3 B2︸︷︷︸
1
6

n

 =
1
3
n

(
n2 − 3

2
n+

1
2

)
=

1
6
n
(
2n2 − 3n+ 1

)
=

1
6
n(n−1)(2n−1).

D̊ukaz. Definujeme

Sn(m) :=
n−1∑
k=0

km

a hledáme tedy hodnotu Sn(m). Uvažujme posloupnost (Sn(m))∞m=0 pro index m (!!) jako posloupnost
koeficient̊u řady s EGF. Postupně upravujeme:

(Sn(m))∞m=0
EGF−−−→

∞∑
m=0

Sn(m)
m!

zm =
∞∑
m=0

1
m!

(
n−1∑
k=0

km

)
zm =

n−1∑
k=0

∞∑
m=0

(kz)m

m!︸ ︷︷ ︸
ekz

=,

... napravo máme konečnou geometrickou řadu, kterou můžeme seč́ıst ...

= e0 + ez + e2z + ...+ e(n−1)z =
enz − 1
ez − 1

=
z

ez − 1
· e

nz − 1
z

=

=

( ∞∑
k=0

Bk
k!
zk

)
·

( ∞∑
i=1

(nz)i

i!

)
︸ ︷︷ ︸

enz−1

1
z

=
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... zkrát́ıme a posuneme indexy ...

=

( ∞∑
k=0

Bk
k!
zk

)( ∞∑
i=0

ni+1zi

(i+ 1)!

)
=

... použijeme vzorec pro násobeńı mocninných řad, přičemž vněǰśı sč́ıtaćı index zvoĺıme jako m ...

=
∞∑
m=0

 m∑
j=0

Bj
j!

nm−j+1

(m− j + 1)!

 zm =

... nakonec vynásob́ıme 1 = (m+1)!
m!(m+1) a dostaneme ...

=
∞∑
m=0

1
m!

 1
m+ 1

m∑
j=0

(
m+ 1
j

)
Bjn

m−j+1


︸ ︷︷ ︸

Sn(m)

zm.

Na konci máme opět mocninnou řadu s EGF a v závorce tak vystupuje právě koeficient Sn(m). Plat́ı
tedy

n−1∑
k=0

km = Sn(m) =
1

m+ 1

m∑
j=0

(
m+ 1
j

)
Bjn

m−j+1.

Odhady Bernoulliových č́ısel

Jak jsme si řekli, řada
∑∞
n=0

Bn

n! z
n má poloměr konvergence ρ = 2π. Podle vzorce z matematické analýzy

na výpočet ρ máme tedy

2π =
1

lim sup
n→∞

n

√∣∣Bn

n!

∣∣ ,
lim sup
n→∞

n

√∣∣∣∣Bnn
∣∣∣∣ =

1
2π
.

S pomoćı obou vlastnost́ı limes superior3 můžeme odhadnout absolutńı hodnotu Bn shora i zdola:

1. Pro každé ε > 0 plat́ı od jistého n0 poč́ınaje

n

√∣∣∣∣Bnn
∣∣∣∣ ≤ 1

2π
+ ε,

|Bn| ≤
(

1
2π

+ ε

)n
· n!.

3Připomenut́ı pojmů z matematické analýzy: A ∈ R ∪ {±∞} je hromadná hodnota reálné posloupnosti (An),
právě když existuje z ńı vybraná posloupnost taková, že limn→∞ Akn = A. Každá č́ıselná posloupnost má hromadnou
hodnotu. Množina hromadných hodnot posloupnosti má nejmenš́ı a největš́ı prvek. Limes superior je největš́ı hromadná
hodnota posloupnosti.

Z těchto definic a tvrzeńı plynou dvě vlastnosti limes superior. lim supn→∞ An = A, právě když:

1. Pro každé ε je jen konečně mnoho prvk̊u větš́ıch než A + ε, tj. (∀ε > 0) (∃n0) (∀n > n0) (An < A + ε).

2. Pro každé ε existuje nekonečně mnoho prvk̊u větš́ıch než A− ε, tj. (∀ε > 0) (∃∞n) (An > A− ε).
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2. Pro každé ε > 0 plat́ı pro nekonečně mnoho n odhad

|Bn| ≥
(

1
2π
− ε
)n
· n!.

Ukážeme, že vhodným postupem lze zjistit nejen odhad shora a zdola, ale že lze pro každé Bn nalézt i
jeho přibližnou hodnotu, tj. č́ıslo, které se mu bĺıž́ı. Nejprve připomeňme, že funkce komplexńı proměnné
f(z) má v singulárńım bodě z0 pól p-tého stupně, právě když pro koeficienty jej́ıho Laurentova rozvoje v
bodě z0 plat́ı a−p 6= 0 a an = 0 pro n < −p. To je ekvivalentńı s existenćı konečné limity

lim
z→z0

f(z) · (z − z0)p ∈ C\ {0} .

Konkrétně stupeň pól̊u funkce f(z) = z
ez−1 v bodech ±2πi je 1, protože pomoćı l’Hospitalova pravidla

vypoč́ıtáme

lim
z→2πi

z

ez − 1
(z − 2πi) = lim

z→2πi

z2 − 2πiz
ez − 1

= lim
z→2πi

2z − 2πi
ez

= 2πi = a−1 = Rez2πi f.

Analogicky pro z → −2πi vyjde limita a−1 = −2πi. Má-li však (nějaká) funkce f v bodě z0 pól stupně
1, jej́ı Laurent̊uv rozvoj v tomto bodě má tvar

f(z) =
a−1

z − z0
+ a0 + a1 (z − z0) + ...,

takže funkce f(z)− a−1
z−z0 má rozvoj

f(z)− a−1

z − z0
= a0 + a1 (z − z0) + ...

a je tedy holomorfńı v bodě z0. Z toho plyne, že funkce

g(z) :=
z

ez − 1
−

(
2πi

z − 2πi
+
−2πi
z + 2πi

)
︸ ︷︷ ︸

−1. členy rozvoje v bodech ±2πi

je holomorfńı v bodech ±2πi a t́ım pádem je holomorfńı na kruhu se středem v nule o poloměru 4π, nebot’
daľśı singulárńı body funkce z

ez−1 jsou ±4πi. Jej́ı Laurent̊uv rozvoj v bodě 0 je rozvojem do mocninné
řady s poloměrem konvergence 4π.

Tato skutečnost nám umožńı źıskat přibližné hodnoty Bernoulliových č́ısel. Nejprve uprav́ıme

g(z) =
z

ez − 1
− 2πi

2πi+ 2πi
z2 + 4π2

=
z

ez − 1
+

8π2

z2 + 4π2
=

z

ez − 1
+ 2

1
1 + z2

4π2

,

takže posledńı zlomek je ve tvaru součtu geometrické řady s kvocientem − z2

4π2 . Celou funkci g(z) nyńı
snadno rozvineme do řady, přičemž ještě využijeme, že liché členy posloupnosti Bn poč́ınaje B3 jsou rovny
nule.

g(z) = −1
2
z︸︷︷︸

B1
1! z

1

+
∞∑
n=0

B2n

(2n)!
z2n + 2

∞∑
n=0

(−1)n

(4π2)n
z2n = −1

2
z +

∞∑
n=0

(
B2n

(2n)!
+ 2

(−1)n

(4π2)n

)
︸ ︷︷ ︸

a2n

z2n.

Tato řada má poloměr konvergence ρ = 4π. Nyńı odhadneme Bn zcela stejným postupem, jako jsme
to již jednou udělali. Plat́ı

1
4π

= lim sup
n→∞

n
√
|an| = lim sup

n→∞

2n
√
|a2n| = lim sup

n→∞

2n

√∣∣∣∣ B2n

(2n)!
+ 2

(−1)n

(4π2)n

∣∣∣∣.



108 KAPITOLA 3. GENERUJÍCÍ FUNKCE

Využijeme jen prvńı vlastnosti limes superior, tj. že pro každé ε > 0 plat́ı od jistého n0 poč́ınaje

2n

√∣∣∣∣ B2n

(2n)!
+ 2

(−1)n

(4π2)n

∣∣∣∣ ≤ 1
4π

+ ε,∣∣∣∣ B2n

(2n)!
+ 2

(−1)n

(4π2)n

∣∣∣∣ ≤ (
1
4π

+ ε

)2n

.

Posledńı vztah vlastně odhaduje vzdálenost č́ısla B2n

(2n)! od č́ısla −2 (−1)n

(4π2)n . Proto můžeme napsat

B2n

(2n)!
= −2

(−1)n

(4π2)n
+O

((
1
4π

+ ε

)2n
)

a definovat posloupnost C2n jako posloupnost přibližných hodnot B2n vztahem

C2n = −2 (2n)!
(−1)n

(4π2)n
.

Následuj́ıćı tabulka udává srovnáńı skutečných hodnot Bn a jejich odhad̊u:

2n 2 4 6 8 10 12 14 16
B2n

1
6 − 1

30
1
42 − 1

30
5
66 − 691

2730
7
6 − 3617

510

B2n ≈ 0.166̄ −0.0333̄ 0.0238 −0.03333̄ 0.07575 −0.25311 1.166666̄ −7.092156
C2n ≈ 0.10132 −0.03079 0.0234 −0.03319 0.07568 −0.25305 1.166595 −7.092048

Poznámka. Posloupnost C2n pro n → ∞ nekonverguje k B2n, pro daľśı členy by už rozd́ıly mezi B2n a
C2n rostly. To neńı překvapeńım, protože odhad rozd́ılu je

(2n)!O

((
1
4π

+ ε

)2n
)

n→∞−−−−→ +∞.

Pokud bychom chtěli źıskat přesněǰśı odhady B2n, mohli bychom odečteńım potřebných člen̊u vyrobit
funkci, kterou lze rozvinout do mocninné řady s poloměrem konvergence 2kπ > 4π.

3.2.4 Invertovaćı formule

Věta 3.2.6. Necht’ (an)
∞
n=0, (bn)

∞
n=0 jsou dvě posloupnosti, necht’ ∀n ∈ N\ {0} je

an =
n∑
k=0

(
n

k

)
bk.

Potom

bn =
n∑
k=0

(
n

k

)
ak (−1)n−k .

Poznámka. Je zřejmé, proč se tato věta nazývá invertovaćı formule. Udává totiž vyjádřeńı člen̊u bn
pomoćı an při znalosti vyjádřeńı an pomoćı bn. Podobných invertovaćıch formuĺı je v́ıce.

D̊ukaz. Dokázat tuto větu s použit́ım EGF je snadné. Uvažujme následuj́ıćı EGF:

(an)
∞
n=0

EGF−−−→ A(z),

(bn)
∞
n=0

EGF−−−→ B(z).
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Podle pravidla (3.2.2) plat́ı 
n∑
k=0

(
n

k

)
bk︸ ︷︷ ︸

an

 EGF−−−→ ezB(z).

Dostáváme tedy vztah A(z) = ezB(z). Zpětně vyjádř́ıme B(z) = e−zA(z) a provedeme rozvoj funkce e−z

do mocninné řady. Dojdeme tak k rovnosti

∞∑
n=0

(−1)n

n!
zn ·

∞∑
n=0

an
n!
zn = e−zA(z) = B(z) =

∞∑
n=0

bn
n!
zn.

Vynásob́ıme řady podle součinového vzorce a źıskáme

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

ak
k!

(−1)n−k

(n− k)!

)
zn =

∞∑
n=0

bn
n!
zn.

Porovnáńım koeficient̊u potom dostaneme

n∑
k=0

ak
k!

(−1)n−k

(n− k)!
=

bn
n!
,

n∑
k=0

(
n

k

)
ak (−1)n−k = bn.

Použit́ı invertovaćı formule

Označme dn počet permutaćı π na množině {1, 2, ..., n}, které nemaj́ı pevný bod, tj. plat́ı pro ně

(∀k ∈ n̂) (π(k) 6= k) .

Plat́ı

• d1 = 0,

• d2 = 1 (pouze permutace 2, 1),

• d3 = 2 (permutace 2, 3, 1 a 3, 1, 2).

Snadno se odvod́ı následuj́ıćı rekurentńı vztah.

n! = dn + n · dn−1 +
(
n

2

)
dn−2 + ...+

(
n

k

)
dn−k + ...+

(
n

n− 2

)
d2 +

(
n

n− 1

)
d1 + 1.

Všechny permutace množiny n̂ lze totiž rozdělit na permutace bez pevného bodu (těch je dn), permutace
s jedńım pevným bodem (těch je n · dn), permutace s dvěma pevnými body atd. Obecně permutaćı s k
pevnými body je

(
n
k

)
dn−k, protože pevné body lze vybrat

(
n
k

)
zp̊usoby a zbytek je permutace n− k č́ısel

bez pevného bodu, kterou lze vybrat dn−k zp̊usoby). S použit́ım rovnosti(
n

k

)
=
(

n

n− k

)
a s dodefinováńım d0 := 1 lze tento vztah upravit na

n! =
(
n

n

)
dn +

(
n

n− 1

)
dn−1 + ...+

(
n

1

)
d1 +

(
n

0

)
d0 =

n∑
k=0

(
n

k

)
dk.
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Potom můžeme aplikovat invertovaćı formuli, takže lze postupně upravovat:

dn =
n∑
k=0

(
n

k

)
k! (−1)n−k = n!

n∑
k=0

1
(n− k)!

(−1)n−k = n!
n∑
k=0

1
k!

(−1)k =

... využijeme
∑∞
k=0

1
k! (−1)k = e−1 a přeṕı̌seme na ...

= n!

e−1 −
∞∑

k=n+1

(−1)k

k!︸ ︷︷ ︸
R

 .

Nyńı aplikujeme Leibnizovo kritérium, které ř́ıká, že zbytek R po alternuj́ıćı řadě je v absolutńı hodnotě
menš́ı nebo roven než prvńı zanedbaný člen, v našem př́ıpadě 1

(n+1)! . Plat́ı tedy

dn = n!e−1 − n!R,

kde n! |R| ≤ 1
n+1 <

1
2 pro n ≥ 2. Lze tedy napsat, že dn = n!e−1 − ε, kde |ε| < 1

2 , neboli ε ∈ (− 1
2 ,

1
2 ).

Dále uprav́ıme na n!e−1 = dn + ε, a tedy

n!e−1 +
1
2

= dn + ε̃,

kde ε̃ ∈ (0, 1). Protože dn ∈ N, tak pokud vezmeme celou část levé i pravé strany této rovnosti, dostaneme
explicitńı vyjádřeńı pro dn: [

n!
e

+
1
2

]
= [dn + ε̃] = dn.

3.2.5 Stirlingova č́ısla

Definice 3.2.7. Necht’ n ≥ k ≥ 1. Stirlingovo č́ıslo (druhého druhu){
n

k

}
definujeme jako počet rozklad̊u množiny n̂ na k neprázdných podmnožin.

Př́ıklad. {
4
2

}
= 7,

protože rozklady množiny {1, 2, 3, 4} na dvě neprázdné podmnožiny mohou být 1 234 , 2 134 , 3 124 ,
4 123 , 12 34 , 13 24 , 14 23 .

Poznámka 3.2.8. Zřejmě
{
n
1

}
= 1,

{
n
n

}
= 1. Dále

• {
n

2

}
=

2n − 2
2

= 2n − 1,

protože když množinu n̂ rozdělujeme na dvě neprázdné podmnožiny, tak z ńı vybereme libovolnou
podmnožinu kromě ∅ a n̂ (a takových podmnožin je 2n− 2). Druhou podmnožinu pak tvoř́ı zbytek.
Výsledný počet děĺıme dvěma, nebot’ na pořad́ı podmnožin (která je ta prvńı a která ta druhá)
nezálež́ı.
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• {
n

n− 1

}
=
(
n

2

)
,

protože počet rozklad̊u n̂ na n− 1 neprázdných podmnožin odpov́ıdá počtu dvouprvkových podm-
nožin n̂ (právě jedna podmnožina v rozkladu má totiž dva prvky).

Poznámka 3.2.9. Je zřejmé, že v rozkladu množiny n̂ plat́ı právě jedno z následuj́ıćıch tvrzeńı:

• Bud’ prvek n tvoř́ı jednoprvkovou podmnožinu,

• nebo prvek n patř́ı do nějaké v́ıceprvkové podmnožiny množiny n̂.

Podle této úvahy lze sestavit následuj́ıćı rekurentńı vztah:{
n

k

}
=
{
n− 1
k − 1

}
+ k

{
n− 1
k

}
. (3.2.3)

{
n−1
k−1

}
je totiž počet rozklad̊u, kde n je ”zvlášt’“ v jednoprvkové množině a k

{
n−1
k

}
je počet rozklad̊u,

kdy n ”přihod́ıme“ do jedné z k neprázdných podmnožin z rozkladu n̂− 1, takže vznikne v́ıceprvková
podmnožina.

Vzpomeňme si na obdobný vztah, který plat́ı pro kombinačńı č́ısla:(
n

k

)
=
(
n− 1
k − 1

)
+
(
n− 1
k

)
.

Definice 3.2.10. Pro n, k ∈ Z rozšǐrujeme definici Stirlingova č́ısla takto:

{
n

k

}
=


0 pro n < k nebo k < 0,
0 pro k = 0 a n 6= 0,
1 pro n = k = 0.

V tom př́ıpadě plat́ı vztah (3.2.3) pro každé n, k ∈ Z kromě n = k = 0.

Nyńı najdeme explicitńı vyjádřeńı Stirlingova č́ısla. Necht’ k ≥ 0. Potom definujeme mocninnou řadu

Bk(x) =
∑
n∈Z

{
n

k

}
xn

a naš́ım ćılem tedy opět bude naj́ıt jej́ı koeficienty. Podotkněme, že

1. Bk je skutečně mocninná řada, protože podle rozš́ı̌rené definice Stirlingových č́ısel plat́ı
∑
n∈Z

{
n
k

}
xn =∑∞

n=k

{
n
k

}
xn. Rozsah sč́ıtaćıho indexu n ∈ Z však bude velmi šikovný při manipulaci se sumami.

2. Opět podle definice 3.2.10 plat́ı B0(x) = 1.

Nyńı použijeme rovnost (3.2.3) a dosad́ıme do definice Bk. Přitom s výhodou využ́ıváme rozsah indexu
n ∈ Z.

Bk(x) = x
∑
n∈Z

{
n− 1
k − 1

}
xn−1 + kx

∑
n∈Z

{
n− 1
k

}
xn−1 = xBk−1(x) + kxBk(x).

Z toho vyjádř́ıme
Bk(x) =

x

1− kx
Bk−1(x)

a postupným dosazováńım Bk−1(x), Bk−2(x),... dostaneme

Bk(x) =
x

1− kx
· x

1− (k − 1)x
· x

1− (k − 2)x
· · · x

1− 2x
x

1− x
· 1︸︷︷︸
B0(x)

. =
xk

(1− x)(1− 2x) · · · (1− kx)
.
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Jestliže tuto (generuj́ıćı) funkci rozvineme do mocninné řady, tak koeficient u xn bude d́ıky jednoznačnosti
rozvoje právě

{
n
k

}
. Abychom byli schopni rozvoj provést, rozlož́ıme nejprve funkci Bk(x)/xk na parciálńı

zlomky. Obecně má tento rozklad tvar

1
(1− x)(1− 2x) · · · (1− kx)

=
α1

1− x
+

α2

1− 2x
+ ...+

αk
1− kx

. (3.2.4)

Nyńı je třeba nalézt koeficienty αj . Zvolme si konkrétńı j ∈ k̂. Rovnost (3.2.4) vynásob́ıme výrazem
(1− jx) a poté dosad́ıme x = 1

j . Dostaneme

1
(1− x)(1− 2x) · · · (1− (j − 1)x)(1− (j + 1)x) · · · (1− kx)

∣∣∣∣
x= 1

j

= αj ,

1(
1− 1

j

)(
1− 2

j

)
· · ·
(
1− j−1

j

)(
1− j+1

j

)
· · ·
(
1− k

j

) = αj .

Pokud nyńı rozš́ı̌ŕıme zlomek nalevo výrazem jk−1 tak, že každou závorku ve jmenovateli vynásob́ıme j,
dostaneme

jk−1

(j − 1)(j − 2) · · · 2 · 1︸ ︷︷ ︸
(j−1)!

· (−1) · (−2) · · · (j − k)︸ ︷︷ ︸
(k−j)!(−1)k−j

=
jk (−1)k−j

j! (k − j)!
= αj .

Koeficienty αj jsme tedy źıskali. Rozvoje jednotlivých zlomk̊u 1
1−jx jsou přitom snadné, jedná se totiž o

součty geometrických řad s kvocienty jx. Celý rozvoj Bk(x) tedy je

Bk(x) = xk
k∑
j=1

αj

∞∑
n=0

(jx)n .

Nyńı zaměńıme pořad́ı sum, dosad́ıme hodnoty αj a dostaneme

Bk(x) =
∞∑
n=0

k∑
j=1

jk (−1)k−j

j! (k − j)!
jnxn+k.

Koeficient u xn je tedy{
n

k

}
=

k∑
j=1

jk (−1)k−j

j! (k − j)!
jn−k =

k∑
j=1

jn (−1)k−j

j! (k − j)!
=

k∑
j=0

jn (−1)k−j

j! (k − j)!
.

Poznámka. Explicitńı vzorec pro
{
n
k

}
byl odvozen za použit́ı rozš́ı̌rené definice 3.2.10, a proto tuto definici

splňuje. Jen pro zaj́ımavost tak např́ıklad v́ıme, že{
13
19

}
= 0 =

19∑
j=1

j13 (−1)19−j

j! (19− j)!
.

3.2.6 Bellova č́ısla

Definice 3.2.11. Pro n ∈ N0 definujeme Bellovo č́ıslo bn jako

bn :=
∑
k≥0

{
n

k

}
.
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Poznámka. Plat́ı b0 = 1 a pro n > 0 je

bn :=
∑
k≥1

{
n

k

}
rovno počtu r̊uzných relaćı ekvivalence, které mohou existovat na n-prvkové množině. To je zřejmé,
protože každá ekvivalence rozděluje n-prvkovou množinu na tř́ıdy ekvivalence, tj. na nějaký počet (k)
neprázdných podmnožin.

Př́ıklad 3.2.12. Počet r̊uzných ekvivalenćı na 4-prvkové množině je 15. Podle poznámky 3.2.8 umı́me
totiž vypoč́ıtat

b4 =
{

4
1

}
+
{

4
2

}
+
{

4
3

}
+
{

4
4

}
= 1 + 7 + 6 + 1 = 15.

Pod́ıvejme se, jak dokážeme vyjádřit bn po dosazeńı explicitńıho vzorce pro
{
n
k

}
. Plat́ı

bn =
∑
k≥0

{
n

k

}
=

∞∑
k=0

{
n

k

}
=

∞∑
k=0

k∑
j=0

jn

j!︸︷︷︸
aj

· (−1)k−j

(k − j)!︸ ︷︷ ︸
bk−j

=

... použijeme pravidlo pro součin mocninných řad ...

=

 ∞∑
j=1

jn

j!

( ∞∑
l=0

(−1)l

l!

)
=

1
e

∞∑
j=1

jn

j!
=

1
e

∞∑
j=0

jn

j!
= bn.

Tento tvar bn se nám bude hodit v následuj́ıćı větě.

Věta 3.2.13. Označme

B(z) :=
∞∑
n=0

bn
n!
zn.

Potom plat́ı
B(z) = eez−1,

tj.
(bn)

∞
n=0

EGF−−−→ B(z) = eez−1.

D̊ukaz. Do definice B(z) dosad́ıme právě vypoč́ıtanou hodnotu bn a upravujeme.

B(z) =
∞∑
n=0

bn
n!
zn =

1
e

∞∑
n=0

1
n!

∞∑
j=0

jn

j!
zn︸ ︷︷ ︸

(∗)

=
1
e

∞∑
j=0

1
j!

∞∑
n=0

jn

n!
zn =

=
1
e

∞∑
j=0

1
j!

∞∑
n=0

(jz)n

n!︸ ︷︷ ︸
ejz

=
1
e

∞∑
j=0

1
j!

(ez)j =
1
e
eez

= eez−1.

Poznamenejme, že výsledek je konečné č́ıslo. To spolu s konečnost́ı sumy (∗) ospravedlňuje záměnu sum
v prvńım řádku.

Pomoćı předchoźı věty odvod́ıme rekurentńı vztah pro výpočet bn. Vyjdeme ze vztahu

eez−1 =
∞∑
n=0

bn
n!
zn,
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který zlogaritmujeme a následně zderivujeme:

ez − 1 = ln
∞∑
n=0

bn
n!
zn,

ez =

∞∑
n=1

bn

(n−1)!z
n−1

∞∑
n=0

bn

n! z
n

.

Nyńı vyjádř́ıme ez =
∑∞
n=0

zn

n! a vynásob́ıme jmenovatelem:( ∞∑
n=0

bn
n!
zn

)( ∞∑
n=0

1
n!
zn

)
=

∞∑
n=0

bn+1

n!
zn.

Použijeme vzorec pro násobeńı mocninných řad:
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

bk
k!
· 1
(n− k)!

)
zn =

∞∑
n=0

bn+1

n!
zn.

Nakonec porovnáme koeficienty u obou mocninných řad. Plat́ı tedy

bn+1

n!
=

n∑
k=0

bk
k!
· 1
(n− k)!

,

bn+1 =
n∑
k=0

(
n

k

)
bk.

Př́ıklad.

b0 = 1

b1 =
(

0
0

)
· b0 = 1 · 1 = 1

b2 =
(

1
0

)
· b0 +

(
1
1

)
· b1 = 1 · 1 + 1 · 1 = 2

b3 =
(

2
0

)
· b0 +

(
2
1

)
· b1 +

(
2
2

)
· b2 = 1 · 1 + 2 · 1 + 1 · 2 = 5

b4 =
(

3
0

)
· b0 +

(
3
1

)
· b1 +

(
3
2

)
· b2 +

(
3
3

)
· b3 = 1 · 1 + 3 · 1 + 3 · 2 + 1 · 5 = 15.

Č́ıslo b4 jsme již vypoč́ıtali z definice pomoćı Stirlingových č́ısel v př́ıkladu 3.2.12.

Poznámka 3.2.14. Vı́me, že bn je počet ekvivalenćı na množině n̂. Následuj́ıćı kombinatorickou úlohou je
možné źıskat explicitńı vzorec pro výpočet bn.

Uvažujme ekvivalence prováděj́ıćıch rozklad n̂ na k tř́ıd. Necht’ tyto tř́ıdy maj́ı l1, l2, ..., lk prvk̊u,
přičemž samozřejmě lj ≥ 1 a

∑k
j=1 lj = n. Počet takových ekvivalenćı je

1
k!

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−2
j=1 lj

lk−1

)(
n−

∑k−1
j=1 lj

lk

)
︸ ︷︷ ︸

(lk
lk

)=1

,

což je celkem zřejmé. Člen 1
k! vyjadřuje, že na pořad́ı (postupného) výběru tř́ıd ekvivalence nezálež́ı. Počet

všech ekvivalenćı s k tř́ıdami je tedy∑
lj≥1, j∈k̂P

lj=n

1
k!

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−2
j=1 lj

lk−1

)
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a celkový počet ekvivalenćı je potom zřejmě

bn =
n∑
k=1

∑
lj≥1, j∈k̂P

lj=n

1
k!

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−2
j=1 lj

lk−1

)
.

Jak je vidět, pro výpočet bn se tento vzorec nehod́ı. S jeho pomoćı bychom však byli schopni dokázat
větu 3.2.13, pokud bychom využili skládáńı generuj́ıćıch funkćı.

3.2.7 Skládáńı generuj́ıćıch funkćı

Mějme mocninné řady s EGF

F (z) =
f0
0!

+
f1
1!
z +

f2
2!
z2 + ...,

G(z) =
g0
0!

+
g1
1!
z +

g2
2!
z2 + ...

a zaj́ımejme se, jakou posloupnost́ı je určena řada se složenou exponenciálńı generuj́ıćı funkćı F (G(z)).
Pokud dosad́ıme z právě rozepsaných vztah̊u, dostaneme

F (G(z)) =
f0
0!

+
f1
1!

(g0
0!

+
g1
1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)
+
f2
2!

(g0
0!

+
g1
1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)2

+ ....

V této (zřejmě opět) mocninné řadě bychom tedy chtěli źıskat koeficient u zn.
Nejprve si uvědomı́me, že už nultý koeficient (u z0) je nekonečná č́ıselná řada

f0
0!

+
f1
1!
g0
0!

+
f2
2!

(g0
0!

)2

+ ...

a volbou hodnoty proměnné z nelze ovlivnit jej́ı konvergenci. Proto v následuj́ıćım uvažujeme pouze
takové EGF, pro něž g0 = 0. Koeficient u z0 je potom zřejmě f0

0! = f0.
Abychom źıskali koeficient u zn pro n ≥ 1 , uvažme, že nejmenš́ı mocnina v každé závorce je z a

závorky jsou postupně umocňovány na 0, 1, 2, 3, .... V každém členu

fk
k!
·
(g1

1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)k
je tedy nejmenš́ı mocnina po roznásobeńı zk. Z toho plyne, že koeficient u zn můžeme hledat rozná-
sobováńım pouze prvńıch n závorek, vyšš́ı mocniny na něj nemaj́ı vliv.

Vezměme si znovu k-tý člen součinové řady, tj. člen

fk
k!
·
(g1

1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)k
=
fk
k!
·
(g1

1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)
·
(g1

1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)
· · ·
(g1

1!
z +

g2
2!
z2 + ...

)
︸ ︷︷ ︸

k-krát

.

Aby v nějakém členu po roznásobeńı závorek vzniklo zn, muśı se ∀j ∈ k̂ mezi sebou násobit členy (j-tý
člen pocháźı z j-té závorky)

glj
lj !
zlj ,

pro něž plat́ı
k∑
j=1

lj = 1
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a samozřejmě lj ≥ 1. Koeficient u zn vznikne jako součet součin̊u přes všechny možné výběry člen̊u v
jednotlivých závorkách. Tento koeficient je tedy roven

h̃n =
n∑
k=1︸︷︷︸

suma přes n prvńıch člen̊u

fk
k!
·

∑
lj≥1, j∈k̂P

lj=n

gl1
l1!
· gl2
l2!
· · · glk

lk!

︸ ︷︷ ︸
koeficient vzniklý z k-tého členu

.

Podle definice EGF je

(an)
∞
n=0

EGF−−−→
∞∑
n=0

an
n!
zn,

takže můžeme shrnout
(hn)

∞
n=0 =

(
n!h̃n

)∞
n=0

EGF−−−→ F (G(z)).

Nyńı dosad́ımě hn = n!h̃n a použijeme rovnost

n!
l1!l2! · · · lk!

=
(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−1
j=1 lj

lk

)
,

kterou lze snadno ověřit. Dostaneme tak konečně vyjádřeńı koeficient̊u posloupnosti př́ıslušné generuj́ıćı
funkci F (G(z)):

hn =
n∑
k=1

fk
k!

∑
lj≥1, j∈k̂P

lj=n

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−1
j=1 lj

lk

) k∏
j=1

glj . (3.2.5)

Př́ıklad. Vrat’me se nyńı k poznámce 3.2.14. Uvažujme mocninné řady

(1)∞n=0
EGF−−−→ F (z) =

∞∑
n=0

1
n!
zn = ez,

(1)∞n=1
EGF−−−→ G(z) =

∞∑
n=1

1
n!
zn = ez − 1.

Potom exponenciálńı generuj́ıćı funkce F (G(z)) = eez−1 má podle (3.2.5) koeficienty

bn =
n∑
k=1

1
k!

∑
lj≥1, j∈k̂P

lj=n

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−2
j=1 lj

lk−1

)
,

tedy př́ımo Bellova č́ısla. T́ım jsme alternativńım zp̊usobem dokázali větu 3.2.13.

Př́ıklad 3.2.15. Určete dn :=počet 2-regulárńıch4 graf̊u na n vrcholech.
Najdeme jednoduchý rekurentńı vztah pro výpočet dn. Řešeńı se bude skládat ze tř́ı krok̊u:

1. Z kombinatorické úvahy sestav́ıme složitý explicitńı vzorec pro výpočet dn.

2. Vzorec uprav́ıme na tvar odpov́ıdaj́ıćı tvaru členu posloupnosti, která př́ısluš́ı určité složené EGF,
a tuto EGF vypoč́ıtáme.

3. Podobně jako u Bellových č́ısel z EGF odvod́ıme rekurentńı vztah.

4G = (V, E) je r-regulárńı, právě když (∀v ∈ V ) (dG(v) = r).
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Krok 1. Lze si snadno rozmyslet, že 2-regulárńı graf je právě takový, který vznikne jako disjunktńı
sjednoceńı určitého počtu kružnic.

Nejprve nalezněme počet graf̊u na n vrcholech, které jsou disjunktńım sjednoceńım právě k kružnic.
Každá kružnice má minimálně 3 vrcholy. Konkrétně tedy máme kružnice délek l1, l2, ..., lk, přičemž∑k
j=1 lj = n a

(
∀j ∈ k̂

)
(lj ≥ 3).

Chceme-li spoč́ıtat počet r̊uzných kružnic na l vrcholech v1, ..., vl, zafixujeme vrchol v1, z něhož
kružnice zač́ıná a do nějž se opět vraćı. Ostatńı vrcholy mohou být v libovolné z (l − 1)! permutaćı.
Na orientaci kružnice však nezálež́ı, takže na konkrétńıch l vrcholech existuje (l−1)!

2 r̊uzných kružnic.
Počet graf̊u na n vrcholech, které jsou sjednoceńım právě k kružnic, tedy je

1
k!

∑
lj≥3, j∈k̂P

lj=n

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−1
j=1 lj

lk

)
· (l1 − 1)!

2
· (l2 − 1)!

2
· · · (lk − 1)!

2
,

přičemž kombinačńı č́ısla odpov́ıdaj́ı počtu zp̊usob̊u výběru lj vrchol̊u pro jednotlivé kružnice a zlomek 1
k!

vyjadřuje, že nezáviśı na pořad́ı těchto kružnic. dn je pak součet uvedených výraz̊u pro všechna př́ıpustná
k:

dn =
[n
3 ]∑

k=1

1
k!

∑
lj≥3, j∈k̂P

lj=n

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−1
j=1 lj

lk

)
·
k∏
j=1

(lj − 1)!
2

.

Krok 2. Abychom dostali vzorec pro dn do tvaru odpov́ıdaj́ıćıho n-tému koeficientu řady s EGF,
definujeme

gn =

{
(n−1)!

2 pro n ≥ 3,
0 pro n ∈ {0, 1, 2} .

Potom

dn =
n∑
k=1

1
k!

∑
lj≥1, j∈k̂P

lj=n

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)(
n− l1 − l2

l3

)
· · ·
(
n−

∑k−1
j=1 lj

lk

)
·
k∏
j=1

glj ,

protože

1. Je jasné, že je-li k >
[
n
3

]
, tak jedno z l1, ..., lk bude lj < 3, takže glj = 0. Lze tedy brát k od jedné

až do n.

2. Protože lj < 3⇒ glj = 0, neńı nutné uvažovat podmı́nku lj ≥ 3.

Z tvaru dn, který již odpov́ıdá (3.2.5), jsme schopni vyjádřit členy posloupnost́ı (fn) , (gn), které př́ısluš́ı
řadám s generuj́ıćımi funkcemi F a G. Připomeňme však, že vztah (3.2.5) plat́ı pouze pro n ≥ 1 a na
nultý koeficient d0 = f0 zde dosud nemáme žádnou podmı́nku.

(dn)
∞
n=0 tedy př́ısluš́ı exponenciálńı generúıćı funkci, která vznikne složeńım

(fn)
∞
n=0 = (1)∞n=0

EGF−−−→ F (z) = ez,

přičemž jsme definovali d0 = f0 = 1, a

(gn)
∞
n=0

EGF−−−→ G(z) =
∞∑
n=0

gn
n!
zn.

Zbývá vypoč́ıtat G(z). Dosad́ıme z definice (gn) a dostaneme

G(z) =
∞∑
n=0

gn
n!
zn =

∞∑
n=3

(n− 1)!
2n!

zn =
1
2

∞∑
n=3

zn

n
=



... derivaćı této řady je však geometrická řada, jej́ıž součet známe ...

=
1
2

z∫
0


∞∑
n=3

tn−1

︸ ︷︷ ︸
=t2 1

1−t =−1−t+ 1
1−t

dt =
1
2

(
−z − z2

2
− ln |1− z|

)
.

Generuj́ıćı funkce př́ıslušná (dn)
∞
n=0 je tedy

F (G(z)) = e−
z
2−

z2
4 −

1
2 ln|1−z| =

1√
1− z

· e− z
2−

z2
4 .

Krok 3. Nyńı z F (G(z)) źıskáme rekurentńı vztah pro dn stejně jako u Bellových č́ısel. Plat́ı rovnost

∞∑
n=0

dn
n!
zn =

1√
1− z

· e− z
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kterou zlogaritmujeme a zderivujeme:
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Opět vynásob́ıme jmenovatelem a následně použijeme vzorec pro součin mocninných řad:

∞∑
n=1

dn
(n− 1)!

zn−1 =
1
2

( ∞∑
n=2

zn

)( ∞∑
n=0

dn
n!
zn

)
=

1
2

( ∞∑
n=0

dn
n!
zn

)( ∞∑
n=0

zn+2

)
=

=
1
2

∞∑
n=0

n∑
k=0

dk
k!
zn+2.

Nakonec porovnáme koeficienty u zn−1:
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Výsledek si můžeme ověřit na prvńıch čtyřech členech posloupnosti. Z hlavy v́ıme

d0 = 1, d1 = d2 = 0, d3 = 1, d4 = 3

a podle našeho rekurentńıho vztahu je

d4 =
3!
2

(
d0

0!
+
d1

1!

)
=

6
2

(
1
1

+
0
1

)
= 3.
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GNU Free Documentation License

Version 1.2, November 2002
Copyright c©2000,2001,2002 Free Software Foundation, Inc.

51 Franklin St, Fifth Floor, Boston, MA 02110-1301 USA

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it
is not allowed.

Preamble

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful document
”free” in the sense of freedom: to assure everyone the effective freedom to copy and redistribute it, with
or without modifying it, either commercially or noncommercially. Secondarily, this License preserves for
the author and publisher a way to get credit for their work, while not being considered responsible for
modifications made by others.

This License is a kind of ”copyleft”, which means that derivative works of the document must them-
selves be free in the same sense. It complements the GNU General Public License, which is a copyleft
license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free software
needs free documentation: a free program should come with manuals providing the same freedoms that
the software does. But this License is not limited to software manuals; it can be used for any textual work,
regardless of subject matter or whether it is published as a printed book. We recommend this License
principally for works whose purpose is instruction or reference.

1. APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice placed by
the copyright holder saying it can be distributed under the terms of this License. Such a notice grants
a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work under the conditions stated
herein. The ”Document”, below, refers to any such manual or work. Any member of the public is a
licensee, and is addressed as ”you”. You accept the license if you copy, modify or distribute the work in
a way requiring permission under copyright law.

A ”Modified Version” of the Document means any work containing the Document or a portion of
it, either copied verbatim, or with modifications and/or translated into another language.

A ”Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section of the Document that deals
exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Document to the Document’s overall
subject (or to related matters) and contains nothing that could fall directly within that overall subject.
(Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secondary Section may not explain any
mathematics.) The relationship could be a matter of historical connection with the subject or with related
matters, or of legal, commercial, philosophical, ethical or political position regarding them.

The ”Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being those
of Invariant Sections, in the notice that says that the Document is released under this License. If a section
does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to be designated as Invariant. The
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Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not identify any Invariant Sections
then there are none.

The ”Cover Texts” are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts or Back-
Cover Texts, in the notice that says that the Document is released under this License. A Front-Cover
Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A ”Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a format
whose specification is available to the general public, that is suitable for revising the document straight-
forwardly with generic text editors or (for images composed of pixels) generic paint programs or (for
drawings) some widely available drawing editor, and that is suitable for input to text formatters or for
automatic translation to a variety of formats suitable for input to text formatters. A copy made in an
otherwise Transparent file format whose markup, or absence of markup, has been arranged to thwart or
discourage subsequent modification by readers is not Transparent. An image format is not Transparent
if used for any substantial amount of text. A copy that is not ”Transparent” is called ”Opaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup, Texinfo
input format, LaTeX input format, SGML or XML using a publicly available DTD, and standard-
conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modification. Examples of transparent
image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include proprietary formats that can be read
and edited only by proprietary word processors, SGML or XML for which the DTD and/or processing
tools are not generally available, and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by
some word processors for output purposes only.

The ”Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages as are
needed to hold, legibly, the material this License requires to appear in the title page. For works in formats
which do not have any title page as such, ”Title Page”means the text near the most prominent appearance
of the work’s title, preceding the beginning of the body of the text.

A section ”Entitled XYZ” means a named subunit of the Document whose title either is precisely
XYZ or contains XYZ in parentheses following text that translates XYZ in another language. (Here XYZ
stands for a specific section name mentioned below, such as ”Acknowledgements”, ”Dedications”,
”Endorsements”, or ”History”.) To ”Preserve the Title” of such a section when you modify the
Document means that it remains a section ”Entitled XYZ” according to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this License
applies to the Document. These Warranty Disclaimers are considered to be included by reference in this
License, but only as regards disclaiming warranties: any other implication that these Warranty Disclaimers
may have is void and has no effect on the meaning of this License.

2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommercially,
provided that this License, the copyright notices, and the license notice saying this License applies to
the Document are reproduced in all copies, and that you add no other conditions whatsoever to those of
this License. You may not use technical measures to obstruct or control the reading or further copying
of the copies you make or distribute. However, you may accept compensation in exchange for copies. If
you distribute a large enough number of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display
copies.

3. COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the Document,
numbering more than 100, and the Document’s license notice requires Cover Texts, you must enclose the
copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front
cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you as
the publisher of these copies. The front cover must present the full title with all words of the title equally
prominent and visible. You may add other material on the covers in addition. Copying with changes
limited to the covers, as long as they preserve the title of the Document and satisfy these conditions, can
be treated as verbatim copying in other respects.
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If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first ones
listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must
either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy, or state in or with
each Opaque copy a computer-network location from which the general network-using public has access
to download using public-standard network protocols a complete Transparent copy of the Document, free
of added material. If you use the latter option, you must take reasonably prudent steps, when you begin
distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible
at the stated location until at least one year after the last time you distribute an Opaque copy (directly
or through your agents or retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before redistrib-
uting any large number of copies, to give them a chance to provide you with an updated version of the
Document.

4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of sections
2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely this License, with the
Modified Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and modification of the
Modified Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do these things in the Modified
Version:

A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document, and
from those of previous versions (which should, if there were any, be listed in the History section of
the Document). You may use the same title as a previous version if the original publisher of that
version gives permission.

B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship of the
modifications in the Modified Version, together with at least five of the principal authors of the
Document (all of its principal authors, if it has fewer than five), unless they release you from this
requirement.

C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.

D. Preserve all the copyright notices of the Document.

E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright notices.

F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission to use
the Modified Version under the terms of this License, in the form shown in the Addendum below.

G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts given in
the Document’s license notice.

H. Include an unaltered copy of this License.

I. Preserve the section Entitled ”History”, Preserve its Title, and add to it an item stating at least the
title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given on the Title Page. If there
is no section Entitled ”History” in the Document, create one stating the title, year, authors, and
publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item describing the Modified
Version as stated in the previous sentence.

J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Transparent copy
of the Document, and likewise the network locations given in the Document for previous versions it
was based on. These may be placed in the ”History” section. You may omit a network location for a
work that was published at least four years before the Document itself, or if the original publisher
of the version it refers to gives permission.
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K. For any section Entitled ”Acknowledgements” or ”Dedications”, Preserve the Title of the section,
and preserve in the section all the substance and tone of each of the contributor acknowledgements
and/or dedications given therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their titles.
Section numbers or the equivalent are not considered part of the section titles.

M. Delete any section Entitled ”Endorsements”. Such a section may not be included in the Modified
Version.

N. Do not retitle any existing section to be Entitled ”Endorsements” or to conflict in title with any
Invariant Section.

O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Secondary
Sections and contain no material copied from the Document, you may at your option designate some
or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of Invariant Sections in the
Modified Version’s license notice. These titles must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled ”Endorsements”, provided it contains nothing but endorsements of
your Modified Version by various parties–for example, statements of peer review or that the text has been
approved by an organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to 25 words
as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified Version. Only one passage of
Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or through arrangements made by) any
one entity. If the Document already includes a cover text for the same cover, previously added by you or
by arrangement made by the same entity you are acting on behalf of, you may not add another; but you
may replace the old one, on explicit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use their
names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified Version.

5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under the terms
defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in the combination all of the
Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and list them all as Invariant Sections of
your combined work in its license notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant
Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant Sections with the same name
but different contents, make the title of each such section unique by adding at the end of it, in parentheses,
the name of the original author or publisher of that section if known, or else a unique number. Make the
same adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections in the license notice of the combined
work.

In the combination, you must combine any sections Entitled ”History” in the various original doc-
uments, forming one section Entitled ”History”; likewise combine any sections Entitled ”Acknowledge-
ments”, and any sections Entitled ”Dedications”. You must delete all sections Entitled ”Endorsements”.

6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under this
License, and replace the individual copies of this License in the various documents with a single copy
that is included in the collection, provided that you follow the rules of this License for verbatim copying
of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under this
License, provided you insert a copy of this License into the extracted document, and follow this License
in all other respects regarding verbatim copying of that document.
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7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent documents or
works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an ”aggregate” if the copyright
resulting from the compilation is not used to limit the legal rights of the compilation’s users beyond what
the individual works permit. When the Document is included in an aggregate, this License does not apply
to the other works in the aggregate which are not themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then if
the Document is less than one half of the entire aggregate, the Document’s Cover Texts may be placed
on covers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic equivalent of covers if the
Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that bracket the whole
aggregate.

8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the Document
under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations requires special permission
from their copyright holders, but you may include translations of some or all Invariant Sections in addition
to the original versions of these Invariant Sections. You may include a translation of this License, and
all the license notices in the Document, and any Warranty Disclaimers, provided that you also include
the original English version of this License and the original versions of those notices and disclaimers. In
case of a disagreement between the translation and the original version of this License or a notice or
disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled ”Acknowledgements”, ”Dedications”, or ”History”, the require-
ment (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing the actual title.

9. TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided for
under this License. Any other attempt to copy, modify, sublicense or distribute the Document is void, and
will automatically terminate your rights under this License. However, parties who have received copies, or
rights, from you under this License will not have their licenses terminated so long as such parties remain
in full compliance.

10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documentation
License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may
differ in detail to address new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies that
a particular numbered version of this License ”or any later version” applies to it, you have the option of
following the terms and conditions either of that specified version or of any later version that has been
published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document does not specify a version
number of this License, you may choose any version ever published (not as a draft) by the Free Software
Foundation.

ADDENDUM: How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the document
and put the following copyright and license notices just after the title page:

Copyright c©YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy, distribute and/or modify
this document under the terms of the GNU Free Documentation License, Version 1.2 or any
later version published by the Free Software Foundation; with no Invariant Sections, no Front-
Cover Texts, and no Back-Cover Texts. A copy of the license is included in the section entitled
”GNU Free Documentation License”.
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If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the ”with...Texts.”
line with this:

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the Front-Cover Texts being
LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three, merge
those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these exam-
ples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU General Public License, to
permit their use in free software.
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